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Apreciables docentes:

Reciban un afectuoso saludo, junto con nuestro mads sincero respeto y agradecimiento por el trabajo que
realizan dia con dia.

Desde la administracién del Ministerio de Educacion (MINED), hemos dado los pasos necesarios para for-
talecer y acompaiiar la labor docente que ustedes realizan; prueba de ello es la implementacién del Plan
Nacional de Formacion de Docentes en Servicio en el Sector Publico que constituye una de las concreciones
mas efectivas y exitosas que ahora tenemos. En sintonia con este plan y en coherencia con los Ejes estratégi-
cos del Plan Nacional de Educacién en Funcién de la Nacidn, y particularmente con el fortalecimiento de la
Matematica, hemos visto oportuno robustecer la propuesta de formacion con la creacién de textos nuevos
y actualizados.

Por consiguiente, por cada grado académico de bachillerato se han creado dos materiales educativos; el Libro
de Texto para los estudiantes, y para ustedes una Sugerencia Metodoldgica, todos elaborados para la asigna-
tura de Matematica.

El equipo que ha liderado este proyecto denominado Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en
Educacion Basica y Educacion Media (ESMATE), ha sido conformado por especialistas en el area, comprometi-
dos con dar una propuesta educativa que ayude a una mejor comprensién de los saberes matematicos; dicho
equipo ha tenido como apoyo la experiencia de docentes que trabajan con la asignatura de Matematica en
todo el pais.

Por tal motivo, tenemos la claridad y conviccidn para afirmar que el apoyo a la ensefianza de la matematica
generara para nuestro pais una sociedad madura, con capacidad de andlisis, de ser critica, ingeniosa y creati-
va, fortaleciendo el liderazgo y promoviendo el éxito tanto individual como grupal. En definitiva, una socie-
dad capaz de resolver eficiente y oportunamente problemas complejos que se presentan en el diario vivir,
construyendo asi un pais mas educado y productivo.

Este esfuerzo es de toda la comunidad educativa, particularmente de ustedes que dan lo mejor para que el
conocimiento sea un éxito. Por eso les invitamos a que tomen estos libros como aliados para el desarrollo de

sus clases.

Una vez mas agradecemos toda la labor docente que realizan.

Con respeto y aprecio,

Carlos Mauricio Canjura Linares
Ministro de Educacidn

Francisco Humberto Castaneda Erlinda Handal Vega
Viceministro de Educacién Viceministra de Ciencia y Tecnologia



-

L INErOAUCCION c.eeereeeeeenecneneeneeenecnennesncsnssessesncsnesnsssessesssnssnssnsssssassssnssnssns 1

Il. Estrategia para el mejoramiento de los
aprendizajes €N MAtEMALICA ....oeerveerennnrecsensansassaessnssessassassassne 3

lll. Estructura del Libro de TeXto ... 5

IV. Estructura de la Sugerencia Metodoldgica .......eeeeeceeceernnens 7

V. Orientacién para el desarrollo de una clase de
matematica con base en la resolucion de problemas ........ 10

VI. Prueba de unidad Y periodo .......ceceeeeeencnneeeececsscsscssesees 16

Unidad 1

ECUCGICIONES ..veeeeenereerenranecnesaesaesaesassessessessessssssssesesnssnsssssssssssssnssassassssssnssnssnse 19
Leccion 1: Ecuaciones y sistemas de eCuaciones ........eceeereeeencenes 22
Prueba de 1o unidad 1 .....eccnenennncnnnenneennenenscssssessssessesesssssssesees 44

Unidad 2

LINEO FECLA uoeeeereerececnecnesaesaeeesessessesacsnssnsssssssesassasssssesssssssssssessessssssnssassase 49
Leccion 1: PUNtOs Y SEIMENLOS ......cceveerecrecneraesacsenseenesncsnesassassessesnees 53
LecCion 2: LINEO FECEA ...cccverecrecrenneraesecessessesaesssessessssnessssassssssnssnsens 66
Leccion 3: Posiciones relativas entre rectas .......ccececeecencenenes 78
Leccion 4: Practica en GeoGebra 105
Prueba de 1o unidad 2 .....eencnenncnenennnncnnsesnesssesssscssssessssessnees 11

Unidad 3

SECCIONES CONICAS .evereererreeaessessesaesessessesaesassassessessessesassaesassssssssssassasssessnssness 119
(I=Tel (o] o} I el oY 1 ¢ ] o o) [ TSRO 124
Prueba del primer Periodo .......ceeeeeenennnsenseeessesssssssessesssnssasses 148
Leccion 2: La CIrCUNFEreNCIO ......cceveneereresennenesesnsacsessenssasssnssssassssesess 154
Lecion 3: La €liPSe .ccceerrenrensnnsnnsensansacsassnssssssassnssnssnssssssassassassasssasses 168
Leccion 4: LA hiprbola ......eeeeecennnsenennesnnsassessessessssassasssssssassases 184
Leccion 5: Practica en GeoGebra ... 206
Prueba de 1o unidad 3 ......cnecnnnenncncnnenennenesnessssesssscssssesssssssssesns 218

Unidad 4

Funciones trascendentales | .........ccocecvenecnecennenncsaesecessessesnesnssnssessesnces 225
Leccion 1: Potencia Y raiz 72=8SimMa ......ccecveereerececsesnesacassessessesacses 228
Leccion 2: Funciones y ecuaciones exponenciales .........ceceee 251
Prueba de 1o unidad 4 .......eenevenenenenecennnnennessncsessesssscssesessssssnes 274

Prueba del segundo Periodo ........ceeeeceennesnnsnnseesessesassnssassessessssns



l. Introduccion

La presente Sugerencia Metodoldgica (SM) forma parte de una serie de materiales elaborados por el equipo del
Proyecto de Mejoramiento de los Aprendizajes de Matematica en Educacién Basica y Educacion Media (ESMATE)
del Ministerio de Educacion, con la finalidad de contribuir a la mejora de los procesos de aprendizaje en la asig-
natura de Matematica.

En esta SM se explican con detalle todos los elementos que deben considerarse para realizar el proceso de
aprendizaje, con base en la resolucion de problemas planteados para lograr el desarrollo de las competencias en
los estudiantes. Su uso permitird al docente abordar la clase de forma efectiva y utilizar de manera adecuada el
Libro de Texto (LT).

Los principales objetivos que se pretenden lograr con el uso de esta sugerencia son los siguientes:

1. Orientar la planificacion de la clase a partir de una propuesta de contenidos e indicadores organizados
temporalmente en lecciones y unidades.

2. Ofrecer sugerencias metodoldgicas concretas y pertinentes que ayuden a los docentes y estudiantes en
la comprensidn de los contenidos.

3. Proponer estrategias concretas para el desarrollo de los indicadores de logros, que permitan el abordaje
de las competencias matematicas que deben alcanzar los estudiantes.

El MINED ofrece al sistema educativo nacional estos materiales con la convicciéon de que el uso pertinente de
estos permitira fortalecer la practica docente y asi desarrollar de manera efectiva los aprendizajes de los estu-
diantes. Para lograr este propdsito, a continuacidn se establecen los puntos de partida esenciales para su imple-
mentacion:

1. Importancia fundamental del aprendizaje de la matematica: el desarrollo del razonamiento matematico ge-
nera competencias para resolver problemas complejos, analizar situaciones, ser creativos, criticos, eficientes,
pragmaticos y logicos; capacidades que les permitiran vivir como ciudadanos comprometidos consigo mismos
y con el desarrollo sostenible de sus comunidades, ya que los saberes matematicos permiten reconocer que la
ciencia esta presente en todo lo que nos rodea, por lo que cualquier objeto de la realidad puede ser utilizado
como herramienta tecnoldgica que ayude a resolver situaciones problematicas, las cuales enfrentara dia con
dia cada estudiante.

2. Rol fundamental del docente y protagonismo del estudiante: la labor del docente se vuelve determinante en
la formacidén del estudiante, de ahi su importancia para que el sistema educativo logre sus propdsitos; estos
materiales estan estructurados de tal manera que el docente tenga herramientas oportunas para “asistir” el
aprendizaje, es decir, con la mirada puesta en el logro del aprendizaje de cada estudiante, lo cual implica que
estos ultimos sean los protagonistas en las clases. Este protagonismo se evidencia con el alcance de los indi-
cadores de logro en cada clase, los cuales se convierten en “peldafos” para desarrollar las competencias de
unidad y buscan lograr que los estudiantes movilicen todos los saberes alcanzados para resolver exitosamente
problemas simples y complejos, esto tiene como base, el conocimiento y la comprensién de cada indicador y
su concrecién en cada una de las clases propuestas.

3. Secuencia de la clase, experiencia auténtica del aprendizaje: el protagonismo del estudiante se traduce en Ia
propuesta de la secuencia de las clases, de estas, la mayoria contiene los siguientes pasos o momentos:

= Problema inicial
= Solucidn del problema inicial
* Conclusién (definicion, teorema, resumen, generalizacién)

* Problemas
0 Sugerencia Metodoldgica



El andlisis de esta secuencia se desarrolla describiendo la intencionalidad de cada elemento de la clase. De
esta forma, se propone un itinerario para que los estudiantes, asistidos por sus docentes, construyan los con-
ceptos y logren las competencias requeridas.

4. Sintonia determinante con la gestion escolar: para optimizar la efectividad de estos materiales educativos,
otro aspecto fundamental a considerar es la generacion de un ambiente propicio para el desarrollo de los
aprendizajes, el cual estd unido estrechamente con la gestién administrativa y organizacion de la institucion
educativa. Entre los elementos de dicha gestion, se destaca como determinante la cantidad de horas clase
efectivas que el personal docente desarrolla en el afio escolar; la propuesta de contenidos esta planteada para
gue sean desarrollados durante al menos 192 horas clase al afio, las cuales se deben garantizar como condi-
cion indispensable en el logro de los aprendizajes. Ya que oficialmente se dispone de 240 horas clase, las 48
restantes, pueden ser utilizadas por los docentes para realizar evaluaciones, capacitaciones y otras actividades
gue el Ministerio de Educacioén o el centro educativo requiera.

Entre los elementos de la estructura de este documento es importante mencionar el apartado IV. Estructura
de la Sugerencia Metodoldgica, donde se presenta la secuencia y el proposito de la clase, ademas, en algunas
clases se describen las posibles dificultades que los estudiantes pueden presentar en algin punto especifico de
la clase. Otro de los elementos importantes a destacar es la resolucion de los problemas planteados en la clase.
También se propone un modelo de prueba de cada unidad, formulado en correspondencia directa con los indica-
dores de logro y los problemas planteados en cada clase, el cual puede ser de gran utilidad como una referencia
para constatar los aprendizajes de cada estudiante en coherencia con todo el proceso.

Otro elemento relevante es el apartado V. Orientacion para el desarrollo de una clase de matematica con base
en la resolucion de problemas, donde se describen cada uno de los elementos de la secuencia de la clase, las
principales actividades que deben realizar los estudiantes en su proceso de aprendizaje y los docentes en la
asistencia o mediacion de los mismos. Se destacan ademas, los aspectos que sugieren acciones especificas en
sintonia directa con el protagonismo del estudiante y la funcion mediadora del docente.

Esta Sugerencia y demas materiales educativos han sido elaborados con la participacién activa de muchos do-
centes a nivel nacional, que con su experiencia y empefio por la formacién de los estudiantes, han hecho aportes
significativos a cada uno de los elementos de los mismos. Siguiendo esta dindmica de participacion, se considera
importante asumir estos materiales como una propuesta flexible y mejorable, donde el personal docente debera
hacer las adecuaciones que considere necesarias para apoyar el aprendizaje de sus estudiantes.



Il. Estrategia para el mejoramiento de los aprendizajes en matematica

La meta con el uso de estos materiales educativos es el mejoramiento del aprendizaje de los estudiantes, quienes
asumiran la responsabilidad del futuro del pais; y como parte de la estrategia que se propone, a continuacioén se
presentan los factores relacionados con dicha finalidad:

Tres factores fundamentales para mejorar el aprendizaje

Materiales
(LT y SM)

Tiempo de
aprendizaje
activo

Asistencia
docente

Los tres factores planteados constituyen las prioridades estratégicas para mejorar los aprendizajes; los Materia-
les, como el Libro de Texto y la Sugerencia Metodoldgica, el Tiempo de aprendizaje activo dentro de la clase y
en el hogar y la Asistencia o Facilitacidon del docente para propiciar el aprendizaje.

Materiales

Para garantizar la efectividad y eficiencia del aprendizaje se necesita un material que tenga la secuencia diddctica
apropiada v el nivel de complejidad razonable, basado en el nivel de comprension de los estudiantes, es decir,
los contenidos de dicho material tienen que ser académica y didacticamente adecuados y al mismo tiempo ser
mas amigables para el aprendizaje.

Para satisfacer la primera necesidad mencionada, en los dominios cognitivos que se desarrollardn en la asignatura
de Matematica deben estar estrictamente reflejadas las competencias establecidas por el MINED. Para cumplir
la segunda necesidad, el contenido del LT debe corresponder lo mas cercanamente posible a las necesidades
académicas que tienen los estudiantes salvadorefios.

Tiempo de aprendizaje activo

Es importante destacar que como un paso previo a la elaboracion de estos materiales de texto, el MINED realizd
una investigacion en las aulas y detecté una caracteristica no favorable: que el tiempo que se dispone en cada
aula para el aprendizaje activo es insuficiente; en consecuencia, se ha limitado el desarrollo de las capacidades
de los estudiantes, es asi que en el LT que se ha elaborado, se recomienda a los docentes que aseguren un
espacio de al menos 20 minutos para que cada uno de los estudiantes aprenda activamente por si mismo o

interactivamente con sus compafieros.
e Sugerencia Metodoldgica



Aprendizaje activo

1. En forma individual
¢En qué momento se fortalecen los aprendizajes?
Cuando un estudiante esta trabajando individualmente, leyendo el LT, resolviendo problemas en su
cuaderno de apuntes, etc., se aprende activamente. Por el contrario, cuando el estudiante solo esta
escuchando lo que esta explicando el docente, se aprende menos porque su actitud de aprendizaje sera
pasiva en forma general.

Por esta razon, se recomienda al docente que garantice un espacio de tiempo donde cada uno de sus
estudiantes aprenda activamente de forma individual.

2. En forma interactiva
En la practica docente, muchas veces se provee asistencia a uno o dos alumnos en forma particular, de-
jando sin atencidn al resto de estudiantes. Es un hecho que es dificil brindar asistencia a cada estudiante
aungue todos tienen la necesidad de aprender.

¢Existe otra alternativa para que todos los alumnos reciban asistencia oportuna?

Se debe generar aprendizaje interactivo entre alumnos (o aprendizaje mutuo), ya que este tiene varias
ventajas, primero, en el trabajo en parejas, si un estudiante no entiende un contenido, puede consultar
a su companero sin perder el tiempo (sin esperar la asistencia de parte del docente); segundo, el es-
tudiante que explica a sus comparieros, profundiza su comprensién a través de la explicacion en forma
verbal; tercero, los alumnos a quienes no se puede dar asistencia en forma individual tendran mas opor-
tunidad de aprender, y cuarto, se genera un ambiente de convivencia en el aula.

Por lo que se recomienda que realicen primero el trabajo individual y luego el aprendizaje interactivo.

Se espera que cada uno de los estudiantes intente resolver los problemas y ejercicios planteados en las paginas
del LT, durante (por lo menos) 20 minutos en cada clase. Con esta actividad individual (o interactiva) se pretende
contribuir al fortalecimiento del aprendizaje de los estudiantes y por consiguiente a mejorarlo, asi como incre-
mentar la capacidad de interpretacion de la situacién problematica planteada.

Antes de finalizar este punto, cabe mencionar que, ademas del uso del LT en el aula, se debe garantizar como
minimo 20 minutos de aprendizaje activo en el hogar, resolviendo los problemas que no se pudieron resolver
en clase. Sumando 20 minutos en el hogar a otros 20 minutos de aprendizaje activo en la clase y esforzandose
durante 192 dias, se espera que se cumpla la siguiente relacion: (20 minutos + 20 minutos) x 192 dias = mejora
de aprendizajes. A todos los docentes del pais se les invita a estar conscientes de esta relacién.

Asistencia y facilitacion

El MINED se propone cambiar el paradigma acerca del rol de los docentes, de enseiar hacia asistir el aprendiza-
je. Tradicionalmente, en el proceso de ensefianza se hacen esfuerzos por responder équé es lo que hace el do-
cente?, en vez de preocuparse por saber équé es lo que lograron los estudiantes?, centrarse en el aprendizaje
es un esfuerzo genuino que debe ser la base para evaluar el desempefo docente.

Las actividades del docente deben ser planificadas para elevar el nivel de aprendizaje y preocuparse por el re-
sultado de los estudiantes.



I1l. Estructura del Libro de Texto

1. Elementos de una clase del Libro de Texto

La siguiente pagina corresponde a la clase 2.4 de la unidad 5.

Indica el nimero Hace referencia al
de la leccion. numero de la clase.

e

Cuando aparezca este
icono, significa que los

En el primer momento [ % 4~
de la clase, el estudiante 2.4 Cambio de base de un logaritmo*

debe pensar una solucion
a partir de una situacion Problema inic

ten encontrar el valor de logaritmos de base 10y e.

B¢ G calcularias el valor de log 5 utilizando el logaritmo ‘ La mayoria de calculadoras cientificas solo permi-
| El'nimero neperiano: e = 2.718281828459045...

|

problematica, la cual per- base 10?
mite introducir el conteni- )
do que se desarrollara. Solucién

Sea x =log,5. Entonces:

2*=5 por la definicién de logaritmo,

En este segundo momen-
to de la C|asel el llbro/ xlog2 =log5 utilizando propiedades de logaritmo,
de texto propone una o o8
varias formas de resolver os?
el problema planteado.

Se utiliza la calculadora para determinar el cociente:

log2*=log5 se aplica logaritmo a ambos lados de la igualdad,

El logaritmo base 10,
usualmente, se denota
sinla base:log, a=loga.

[log ] 5 1 - Fiog 2 | - JEECY Pantalla de la calculadora

. . Por lo tanto, | 5=12.321928095... log 5 + log 2
Se consolida el contenido, orlofanto- 108,

aqui se relaciona el pro- /Deﬁnicién
blema inicial y la solucién, .

Sean a, by ¢ nlmeros positivos tales que a@ # 1y ¢ # 1. Se denomina cambio de base a la igualdad:

. . log b
para explicar con lenguaje 'Ogub=|zzja
matematico la finalidad
del contenido. Ejemplo

1. Demuestra la propiedad del cambio de base para 2. Calcula el valor de log,8.

En este caso no es

c=10. necesario utilizar la
calculadora.
Se tiene que x=log b < a*=b. Se utiliza c=2.
En algun | ro- logs log2 3
a gu as clases se p ,O Se aplica logaritmo base 10: log a* =log b. log,8 = % “log 2 T2
pone un problema mas,/ bor 1o tamo, log 8 22
para mejorar la compren- Se aplica la propiedad del logaritmo de una po- P 108S =D
sion del contenido. tencia xlog a = log b. Se puede utilizar cualquier base.
log8 log2® 3log2 3
Se despeja x: x ::"ib, loga#0yaquea#l. log,8 = % = % = ZIS:J 7
og a 5 2
. log b
Se presentan prob'emas Por lo tanto, se tiene que log b = foga"
Yy eje!"ClClOS para_ que el. > Problemasg,:
eStUdlg_r:jte practhue |O 1. Simplifica los siguientes logaritmos con la propiedad de cambio de base.
apren 1dO. 1 1 Observa que el argumento del
a) log,32 b) 'Dgag c) |Oga'\l§ d) IOgﬁ logaritmo y la base son poten-
e) |Og%27 f) |0g11,3 g |0g%\j§ h) |0g§% cias de una misma base.

B 2. Calcula el valor de los siguientes logaritmos.

a) log,24 b) Ioglé c)logs5

d)log?E

Utiliza c = 10

-

— estudiantes pueden uti-
lizar la calculadora para
resolver el problema.

Indica la unidad a la que
[~ corresponde la clase.

2. Aspectos importantes del Libro de Texto

Clases con mayor nivel de dificultad: el titulo de algunas clases tienen un asterisco (*), esto significa que el nivel
de dificultad es mayor comparado con el resto. El docente debe estar pendiente del trabajo de sus estudiantes,
en caso de que no avancen, se puede dar una mayor orientacion respecto a la solucién del problema inicial. Por

ejemplo:

Problema inicial

base 10?

4

ten encontrar el valor de logaritmos de base 10y e.

[0¢Cémo calcularias el valor de log,5 utilizando el logaritmo ( La mayoria de calculadoras cientificas solo permi-
El niimero neperiano: e = 2.718281828459045...

Solucién

|
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Informacion complementaria: en el libro se utilizan algunos elementos que facilitan el aprendizaje de los
contenidos, como presaberes, pistas, informacién adicional relacionada con la historia de la matematica, y se
representan con diferentes colores:

Informacion

Presaberes Pista .
adicional

Distribucion de las clases: el libro esta compuesto por 8 unidades didacticas, cada una formada por diferentes
lecciones y estas ultimas compuestas por distintas clases. En la numeracién del titulo de cada clase, el primer
numero indica la leccién y el segundo indica la clase.

Ademads al finalizar cada unidad siempre aparecen algunos problemas sobre todas las tematicas abordadas, y en
ocasiones también se desarrollan algunas practicas en GeoGebra, como recurso tecnoldgico de la matematica.

Desarrollo de clases con el uso de GeoGebra: uno de los componentes innovadores en el Libro de Texto es el uso
del software matematico, para modelar procesos o construcciones con el fin de proporcionar herramientas que
vayan acorde a la dinamizacion de la matematica. Para ello, al final de algunas unidades se proponen practicas
para que los estudiantes puedan verificar algunos resultados obtenidos en la unidad y se plantean algunas
situaciones para que las resuelvan.

Desarrollo de clases introductorias utilizando material concreto: en algunas unidades se han disefiado clases
gue permitan introducir los contenidos, con el fin de potenciar la légica, la intuicién y el razonamiento espacial,
y asi facilitar la comprension de los mismos.



IV. Estructura de la Sugerencia Metodoldgica

1. Programacién anual

. Unidad Pag. de GM .
Periodo Mes iiems e dked) (Pag. de LT) Contenidos
Primero | Enero U1: Ecuaciones (10) 19-48 e Ecuaciones bicuadraticas

(1-12) e Ecuaciones radicales
e Ecuaciones racionales
e Sistemas de ecuaciones lineales y cuadraticas

U2: Linea recta (26) 49-118 |e Distancia entre dos puntos

(13—-42) |e Division de un segmento en una razén dada

e  Punto medio de un segmento

e Pendiente

e Ecuacion de una recta en su forma punto pendiente
e  Ecuacion de una recta dados dos puntos

Eebrero e Rectas paralelas a los ejes de coordenadas

e Forma general de la ecuacidn de una recta

e Interseccidn de una recta con los ejes de coordenadas
e Interseccion entre rectas

e Rectas paralelas y perpendiculares

e Distancia de un punto a una recta

e Angulo de inclinacién de una recta

e Angulo entre rectas

e  Practica en GeoGebra

Marzo U3: Secciones conicas — 119-153 | e Lugar geométrico de una ecuacién y ecuacion de un
continda en el segundo (43 —55) lugar geométrico
periodo — (12) e Ecuacion candnica de una parabola

e Desplazamientos paralelos de una parabola
e  Ecuacion general de la pardbola
e Aplicaciones de la parabola

Segundo | Marzo U3: Secciones conicas — 154 -224 | e Ecuacidn candnica de una circunferencia
continuacion — (29) (56—88) |e Desplazamientos paralelos de una circunferencia
e  Ecuacion general de la circunferencia

e Aplicaciones de la circunferencia

e Ecuacion candnica de una elipse

e Elementos y propiedades de la elipse

e Desplazamientos paralelos de una elipse

e Ecuacion general de la elipse

e Aplicaciones de la elipse

Abril e  Ecuacidn candnica de una hipérbola

e Desplazamientos paralelos de una hipérbola
e Ecuacion general de la hipérbola

e Aplicaciones de la hipérbola

e  Practica en GeoGebra

U4: Funciones 225-284 | e« Exponente positivo, exponente negativo y cero
trascendentales | (20) (89—-112) | e Multiplicacidn y division de raices con igual indice

e Raizderaiz

e Sumay resta de raices semejantes

e Potencia de una raiz

e  Exponente racional

e  Grafica, simetria, dominio, rango y asintotas

e Desplazamientos verticales y horizontales

e Ecuaciones exponenciales

Mayo
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Periodo

Mes

Unidad
(Horas de clase)

Pag. de GM
(Pag. de LT)

Contenidos

Tercero

Junio

Julio

U5: Funciones
trascendentales Il (37)

285-378
(113 - 154)

Agosto

U6: Sucesiones aritméticas y
geométricas (14)

379-426
(155 — 170)

Funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva
Composicion de funciones y funcién inversa
El logaritmo y sus propiedades

Operaciones con logaritmos

Grafica, dominio, rango y monotonia de la funcidn
logaritmica

Ecuaciones logaritmicas

Logaritmo base 10 y natural

Razones trigonométricas

Circulo trigonométrico y periodicidad
Funcidén seno, coseno y tangente

Periodo, amplitud y desplazamientos
Practica en GeoGebra

Término general y suma parcial de una sucesién
aritmética

Término general y suma parcial de una sucesién
geométrica

Cuarto

Agosto

Septiembre

U7: Métodos de conteo (27)

427 - 488
(171 - 198)

Conjunto, elemento y diagrama de Venn
Cardinalidad de un conjunto
Operaciones con conjuntos

Diagrama de arbol

Principio de la suma y de la multiplicacién
Concepto de permutacion
Permutaciones con repeticidn
Permutaciones circulares
Permutaciones con objetos repetidos
Conteo por el complemento

Concepto de combinaciones
Identidades combinatorias

Triangulo de Pascal

Binomio de Newton

Octubre

U8: Probabilidad (17)

489 - 536
(199 -216)

Axiomas de Kolmogorov

Aplicacion de los axiomas de Kolmogorov: probabili-

dad del complemento

Formula de la probabilidad condicional
Aplicaciones de la probabilidad condicional
Teorema de probabilidad total y teorema de Bayes
Experimentos independientes

Para desarrollar todo el contenido establecido, se debe cumplir la programacién mostrada.

2. Apartados de la unidad

a) Competencia de la unidad: describe las capacidades que los estudiantes deben adquirir al finalizar la uni-

dad.

b) Relacion y desarrollo (entre los grados anteriores y el posteriores): muestra en qué grado los estudiantes
aprendieron los saberes previos y en qué grado daran continuidad al contenido.

c) Plan de estudio de la unidad: presenta las clases de cada unidad.

d) Puntos esenciales de cada leccidn: describe los elementos importantes de las lecciones por unidad.




3. Prueba de la unidad

Se presenta un ejemplo de la prueba para medir tanto el nivel de comprensién por parte de los estudiantes
como el nivel de alcance del objetivo de la unidad por parte de los docentes. Si el rendimiento es bajo en algunos
problemas, los docentes deben pensar en cdbmo mejorarlo y al mismo tiempo, tratar que este bajo rendimiento
no sea un obstaculo para el siguiente aprendizaje. De esta manera, los docentes podran utilizar esta prueba para
discutir con sus colegas, ya sea de la misma institucion o de otras, sobre los resultados obtenidos.

4. Elementos de una pagina de la SM

Pagina del libro de
texto.

Numero y nombre
de la leccion.

o
o

Ecuaciones

Secuencia de la clase
en la leccion.

/

Indicador de logro
de la clase.

Propésito de la
clase.

/

S

Indicador de logro:

Leccion

1.1 Resuelve ecuaciones bicuadraticas de la forma x* + Bx? + C=0. ‘

Determina todas las soluciones complejas de la ecuacién x*— 242 — 25 = 0.

¥ =28y -25=(y-25)(y +1)=0.
Luego, y—25=00bieny+1=0.

*Siy-25=0entoncesy=25 = 17=25 = x=+5.
eSiy+1=0Oentoncesy=-1= x?=-1= x=ti.

Por lo tanto, las soluciones de x* - 24x?~ 25 = 0 son x = -5, 5, 7, —i.

Problemas 2

Resuelve:
a) -5 +4= b) &~ 1322+36=0
) ¥~ 2957+ 100 = 0 d)x*-822-9=0
)+ 507 +4= fxi+ax+3=0

Al hacer el cambio de variable y = 2, la ecuacién resultante es y* ~ 24y 25 = 0. Al factorizar se tiene

DelaUnidad 2 de Primer
afio de bachillerato se
sabe que

*Siy-25=0= x?=25 = x=+5.
eSiy-4=0= x2=4 = x=12.
Por lo tanto, las soluciones son x =—5, 5

i=\-T

e)x*+5x2+4 =y +5y+4=0
= Y +5y+4=(y+1)(y+4)=0.
*Siy+1=0= x?=-1= x=%i.
*Siy+4=0=> x?=—4 = x=+2].
Por lo tanto, las soluciones son x =1, i,

= »2-29y+100=(y-25)(y-4)=(.

\ 1.1 Ecuaciones bicuadraticas, parte 1 J
Problema inicial Propésito: }
Resuelve la ecuacion x* - 25x7+ 144 = 0, haciendo los siguientes pasos:
1. Realiza el cambio de variable y = x2. Se resuelve un tipo particular de ecuaciones, de Resolver ecuaciones de la forma x* + Bx* + C=0,
2. Resuelve lal 95“3“"’_” de gdm:c' dos que resulta T" 1 la forma x* + Bx? + C = 0, donde B y C son nimeros realizando el cambio de variable iy = x. Observar
3. Encuentra las soluciones de la ecuacion original. enteros, y al menos uno distinto de cero. Se resuel- que el coeficiente de x* serd siempre 1 en esta cla-
ven utilizando la factorizacion. se.
Solucién \ J S
1. Si se observa la ecuacion, puede escribirse como (12)2 - 25(x?) + 144 = 0, por lo que al hacer el cambio de 1 Solucin de problema
variable y = 1 se tiene
(x)? = 25(x?) + 144 = y? = 25y + 144 = 0. X R R .
a) Haciendo y = x? se tiene que x* — 5x? + 4f= y2 — 5y + 4 = 0. Al factorizar, se obtiene:
2. Se puede resolver esta ecuacién cuadratica factorizando, por lo que se buscan dos nimeros que multi- y—by+a=(y-8)y-1)=0.
plicados den 144 y sumados den 25, .
=25y +144=(y-16)(y-9) =0. Luego, y—4=00bieny-1=0.
De aqui se tiene que y — 16 = 0 0 bien y — 9 = 0. Es decir, y = 16 0 bien y = 9. eSiy—4=0entoncesy=4 = x?=4 = x=+2.
eSiy-1=0Oentoncesy=1= x2=1 = x=+1.
3.De 1se tiene que y = x?y de 2 se sabe que y = 16 0 y = 9. Entonces . ~ ~
X=16 = x=+4obienx?’=9 = x=+3, Por lo tanto, las soluciones de x* —=5x* + i =0 sonx=-2,2,-1, 1.
Por lo tanto, las soluciones de x* - 2517+ 144 = 0 son x =— 4,3, 3, 4. b) % — 1337+ 36 =y — 13y + 36 = 0. Al factdrizar, se obtiene:
Definicién =3y +36=(y-9)(y-4)=0.
Las ecuaciones de la forma Ax* + Bx? + C=0, donde A es di de cero, se llaman si 9=0ent 0= x=g = +3
*Siy-9=0entoncesy= = x=%3.
Las pueden haciendo el cambio de variable y = x? y resolviendo la eSiy—4=0entoncesy=4 = x’=—-4 o x=+2.
ecuacion cuadratica que resulta. Las ecuaciones bicuadraticas tienen cuatro soluciones, ya sean todas - _ _ aa
reales, todas imaginarias o dos reales y dos imaginarias. Por lo tanto, las soluciones de x*~132°436 =0sonx=-3,3,-2,2.
Ejemplo. €) x*—29x%+100 = y>— 29y + 100 =0 d) x*-8x’-9=y"-8y-9=0

= y-8y-9=(y-9)(y+1)=0.
©Siy-9=0= x?=9 = x=+3.
*Siy+1=0= x?=—1= x=*1.

-2,2 Por lo tanto, las soluciones son x =3, 3, -, i.
f)x*+4x’+3=)2+4y+3=0
= Y +4y+3=(y+3)(y+1)=0.
*Siy+3=0> x?=-3 > x=+\3i.
eSiy+1=0= x’=-1= x=2%1i.
2i, 2i. Por lo tanto, las soluciones son x = —v3i,v3i, -, i.
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Resolucion de los
problemas del LT.

En algunas casos se utilizan también los apartados
Materiales o Posibles dificultades.

En el desarrollo de los problemas de algunas clases, se presenta informacién adicional e importante para el do-
cente, esto se hace a través de un cuadro como el siguiente:

Informacion importante para el

docente.

Sugerencia Metodolégica



V. Orientacidn para el desarrollo de una clase de matematica

con base en la resolucion de problemas

1. Recomendacion pedagdgica para el desarrollo de la clase

En consonancia con el Programa de Estudio anterior, esta nueva versién también sugiere el desarrollo de las cla-
ses de matematica basandose en el socioconstructivismo a través del enfoque de Resolucién de Problemas. En
las clases impartidas con este enfoque el centro del proceso de los aprendizajes son los estudiantes, por lo que
ellos mismos construyen sus conocimientos y procedimientos a partir de la situacién diddactica o problematica
planteada. En este proceso, el rol principal del docente es facilitar o asistir en el aprendizaje de los estudiantes;
para lo cual debera seguir el procedimiento que se detalla a continuacién:

Proceso de aprendizaje Proceso de asistencia de Puntos que se deben tomar en

Pasos . .. . .
(estudiante) aprendizajes (docente) cuenta en la asistencia

1 | Verificaciéon de la respuesta | Verificar la respuesta correc- | Utilizar como maximo 3 minutos
de los problemas de la tarea | ta de los problemas de la ta- | para este paso.

y recordatorio de presaberes. | rea correspondientes a los
gue quedaron pendientes en
la clase anterior en el LT.

2 Resolucién individual del pro- | Orientar para que lean el |- Mientras los estudiantes re-
blema inicial de la clase. problema inicial de la clase,| suelven el problema inicial, el
confirmar el nivel de com-| docente debe desplazarse en
prensién de los estudiantes| el aula para verificar los avan-
sobre el temay luego invitar-| ces y las dificultades que pre-

les a que resuelvan de ma-| senten.
nera individual (aprendizaje |- Sitienen dificultades, indicarles
activo). que lean la solucién del LT.
- Utilizar como maximo 6 minu-
tos.

3 [Aprendizaje interactivo con|Fomentar el trabajo entre|- En un primer momento, que

sus compaferos. compafieros para que con-| trabajen por parejas, gradual-
sulten entre ellos las solu-| mente puede aumentar el nu-
ciones y dudas. mero de integrantes por equi-

po, hasta un maximo de cuatro.
- Sitienen dificultades, indicarles
que lean la solucién del LT.

4 | Socializacién de la solucién y | Orientar para que lean la| Si se considera necesario, se

la conclusion de la clase. solucion y conclusion de la | debe explicar la solucién o invi-
clase. tarles a que socialicen la solucién
en plenaria.

5 Resolucidon del primer item |Indicar que resuelvan el| Si hay estudiantes que ya re-
de la seccion de problemas | primer item de la seccién de | solvieron el primer item, invi-
y ejercicios (aprendizaje acti- | problemas. tarles a que trabajen los demas
Vo). items.

10/




Evaluacion del primer item de
los problemas.

Verificar la solucién del pri-
mer item de todos los estu-
diantes y asegurarse de que
lo resolvieron correctamen-

Mientras los estudiantes tra-
bajan, el docente debe despla-
zarse en el aula revisando el
primer item de todos los es-

te. tudiantes.

- Dependiendo de la dificultad,
el docente puede explicar la
solucién o simplemente escri-

bir la respuesta.

7 | Resolucién del resto de items. | Orientar para que realicen el
resto de items. Luego verifi-
car si las respuestas son co-
rrectas y orientar para que
hagan nuevamente los pro-
blemas en los que se equi-

vocaron.

A los estudiantes que terminan
primero, se les indica que apoyen
a sus compaiieros.

8 |Tomar nota de la tarea parala
casa.

Asignar la tarea de los pro-
blemas que no se resolvie-
ron del LT.

Si no se logran resolver todos los
problemas de la clase del LT, se
pueden asignar como tarea, pero
analizando la cantidad de tareas
gue tengan los estudiantes.

Tal como se presentd en la estrategia para el mejoramiento de los aprendizajes de los estudiantes, se debe
garantizar como minimo 20 minutos de aprendizaje activo, esto se lograra si se sigue el proceso presentado
anteriormente, sobre todo en los pasos 2, 3,5y 7.

2. Puntos importantes a considerar en la facilitacion del aprendizaje

a. Uso adecuado del tiempo

EnelProgramade Estudio se proporcionanlosindicadores de logroylos contenidos que deben ser desarrollados
en el nimero de horas de clase establecidas en este mismo documento curricular. Segun el programa, se
establece que una clase debe durar 45 minutos y la carga horaria anual es de 240 clases. De acuerdo con
este lineamiento, en este tiempo se debe facilitar el aprendizaje de todos los contenidos planteados. En este
sentido, se requiere una eficiencia en el aprendizaje en funcién del tiempo establecido. Alcanzar el indicador
de logro en 45 minutos no es una tarea sencilla, por lo que, a continuacion, se presentan algunas técnicas para
la facilitacion de los aprendizajes:

B Ubicacion de los pupitres de los estudiantes
La forma para ubicar los escritorios o pupitres puede variar dependiendo del propdsito de la clase, sin
embargo, en la clase de matemadtica basicamente se recomienda que los ubiquen en filas, es decir, todos los
estudiantes hacia la pizarra debido a las siguientes razones:

a. Facilidad para desplazarse entre los pupitres para verificar el aprendizaje de los estudiantes.
b. Facilidad para el aprendizaje interactivo entre compafieros.
c. Comodidad en la postura de los estudiantes para ver la pizarra.

Sugerencia Metodolégica



B Distribucion del LT antes de iniciar la clase
En las aulas se tienen establecidas normas de conducta, pero serd necesario que se incluya una mas: que
oriente a los estudiantes a tener preparados los recursos o materiales necesarios antes del inicio de la clase;
por ejemplo, el LT de bachillerato, que debe utilizarse y luego resguardarse en la escuela; esta forma de
proceder garantiza que los materiales estén protegidos, pero implica tiempo para la distribucion al inicio de
la clase. Una vez establecida esta norma, se puede asignar a algunos estudiantes la distribuciéon del LT, de tal
manera que se responsabilicen de repartirlos antes de iniciar la clase.

B Tiempo que puede destinar para el recordatorio o repaso
El tiempo de una clase es limitado y cada una tiene su indicador de logro, que todos los estudiantes deben
alcanzar. Si se destinan mas de 3 minutos en la parte inicial donde se recuerdan los presaberes, en la mayoria
de los casos no se logrard alcanzar el indicador por falta de tiempo y este desfase ird provocando otros
desfases en las clases posteriores; por consiguiente, en el afio escolar no se conseguira abordar todos los
contenidos establecidos en el Programa de Estudio.

Cuando se detectan dificultades en la parte del recordatorio, muchas veces no se logra retroalimentar en
un tiempo corto, sino que se requiere mas tiempo para asegurar el presaber. Por ejemplo, en bachillerato
usualmente se tienen dificultades en la resolucién se ecuaciones, para reforzar este dominio se requiere de
mas tiempo para resolver problemas. Al desarrollar la parte del recordatorio entonces, el docente no debe
olvidar que su propdsito es dar una pista para resolver el problema de la clase de ese dia, y el reforzamiento
no es su propodsito principal.

B Tiempo que se debe destinar para la resolucidon individual en el Problema inicial de la clase
Tal como se establecid en el punto 1. Recomendacién pedagdgica para el desarrollo de la clase, se deben
utilizar 6 minutos. Muchas veces los estudiantes simplemente estan esperando otra orientacion del docente
sin que sepan qué hacer enlaresolucién individual. En este caso, es mejor orientar un aprendizaje interactivo,
invitandoles a que consulten con sus comparieros.

B Tiempo insuficiente para terminar el contenido de una clase
Es posible que haya clases donde no alcance el tiempo por lo que quedaran items sin ser resueltos. Algunos
docentes los toman como contenidos de otra clase, sin embargo, es mejor considerar dejarlos como tarea;
en el caso de que los estudiantes estén sobrecargados de tareas, el docente puede tomar la decision de
reservar estos problemas sin resolver y utilizarlos para el reforzamiento previo a las pruebas o para asignar
a los estudiantes que terminan rapido.

B Formacion del habito de estudio en los tiempos extra en la escuela

En ocasiones, el tiempo de las clases no alcanza para la consolidacién de los aprendizajes, en este caso,
ademas de la asignacion de la tarea, puede utilizarse una alternativa de aprovechamiento del tiempo extra
en la escuela. Segun los horarios de las escuelas no hay un tiempo extra, pero en la practica, si existe. Por
ejemplo, cuando el docente atiende alguna visita o emergencia antes de iniciar la clase o la jornada, an-
tes de que esta termine o cuando termina una clase en menos de 45 minutos, etc., por lo que serd mejor
aprovechar este espacio de tiempo para realizar los problemas pendientes del LT. Principalmente, se puede
aprovechar el tiempo para reforzar los contenidos basicos donde hay mayor dificultad.



B Revision de todos los problemas resueltos, garantizando que las respuestas sean correctas
Revisar todos los problemas que hayan resuelto los estudiantes no es una tarea facil, ya que implica bas-
tante tiempo, por lo que se debe buscar una alternativa que resuelva esta situacion. Para esto, es necesario
formar dos habitos en los estudiantes:

1. El habito de autocorreccidn.
2. El habito de realizar nuevamente los problemas donde se han equivocado.

Al formar el primer habito, el docente consigue una opcidn para confirmar las respuestas correctas verbal-
mente o por escrito en la pizarra; para consolidarlo se puede invitar a los estudiantes a que intercambien
los cuadernos para corregirse mutuamente. El segundo habito, por su parte, permite que los estudiantes no
se queden con dudas, lo que ayudara a la formacién de su personalidad asignandole valor al esfuerzoy a la
motivacion al lograr el aprendizaje.

b. Planificacién
En este documento se propone la planificacion de cada clase, por lo que no es necesario elaborar en otra hoja
la planificacidn, guidn o carta diddctica, sino que deben basarse en las propuestas de este documento para
impartir la clase. Incluso, si se considera necesario, se pueden escribir algunos puntos importantes con lapiz
de grafito (ya que este documento pertenece a la escuela y no al docente, por lo que no debe escribir con
lapicero). En caso de que se considere necesario realizar una adecuacidn de acuerdo con la particularidad de
los estudiantes, puede hacerse siempre y cuando esté basado en el contenido propuesto en este documento.

c. Evaluar y brindar orientacidn necesaria desplazandose en el aula
Mientras los estudiantes resuelven el problema, el docente debe desplazarse en el aula para evaluar el nivel
de comprensién del contenido, revisando el trabajo de los estudiantes y observando si han comprendido el
enunciado.

Muchas veces se brinda asistencia individual a algunos estudiantes que han tenido dificultad, pero no alcan-
za el tiempo para atender a todos. La orientacién debe realizarse de la siguiente manera: si el nUmero de
estudiantes que tienen dificultad es menor a cinco, brindar orientacidn individual, de lo contrario, es mejor
brindar otro tipo de orientacién, por ejemplo: explicacion en plenaria, por grupo, a la hora de revision de la
respuesta correcta, entre otras.

d. Tratamiento a los estudiantes que terminan los problemas mas rapido que el resto

Una seccién esta conformada por un grupo heterogéneo, por lo que siempre hay diferencias entre estu-
diantes, especialmente en el tiempo que se tardan en resolver los problemas. En la educacidn publica debe
garantizarse igualdad de oportunidades para aprender, y en este sentido, si no se tiene orientacion sobre
qué hacer con los estudiantes que terminan los problemas antes que otros, ellos estardn perdiendo tiempo y
se pueden convertir en un factor negativo para la disciplina del aula por no tener qué hacer. Para evitar esta
situacion y aprovechar el rendimiento de estos estudiantes, el docente puede establecer el siguiente compro-
miso: cuando terminen todos los problemas y los hayan revisado, entonces, ellos pueden orientar al resto de
sus companferos. De esta manera, los que tienen dificultades pueden recibir orientacidon de sus compafieros,
mientras los estudiantes que orientan también lograran interiorizar el aprendizaje de la clase. Asi mismo, el
docente puede preparar otra serie de problemas para la fijacién del contenido u otro tipo de problemas que
tienen caracter de desafio, para que los estudiantes puedan seguir desarrollando sus capacidades.

@ Sugerencia Metodolégica



e. Revisidn de los cuadernos de apuntes
Si no se brinda un monitoreo continuo sobre el uso del cuaderno, eventualmente puede que se utilice de
manera desordenada, por lo que es necesario que se revise periédicamente su uso, en promedio, una vez al
mes. La clave para esto es aumentar el numero de revisiones al inicio del afio escolar, de tal manera que los
estudiantes sientan que estan siendo monitoreados y se forme en ellos un habito.

f. Revision de las tareas
De la misma manera que la revisién de los cuadernos de apuntes, es necesario brindar un monitoreo continuo
sobre la realizacidon de las tareas. Ademas de verificar la realizacidén de la tarea en el primer proceso de cada
clase, se puede programar periddicamente la revisién, prestando especial atencidon a los estudiantes que ha-
yan cumplido con todas, los que se hayan autorevisado con las respuestas correctas y los que resolvieron de
nuevo los problemas donde se habian equivocado.

g. Formacion del habito de estudio en el hogar

Segun el resultado de la prueba de matematica en el Tercer Estudio Regional Comparativo y Explicativo (TER-
CE), el resultado de los alumnos que estudian mas de 30 minutos en el hogar es claramente mejor que los que
estudian menos o nada. El tiempo ideal de estudio dependera del grado, pero por lo general se consideran
necesarios 10 minutos por grado, mdas 10 minutos. Por ejemplo, para el caso de 3* grado es 10 x 3 + 10 = 40
minutos. Formar el habito de estudio de los estudiantes en el hogar es tarea no solamente del docente, sino
también de los padres de familia y no es nada facil. Por lo que, al inicio, se podria formar el habito de estudio
a través de la asignacion de tareas.

h. Ciclo de orientacidn, verificacidn, reorientacion y felicitacion

Como ciclo basico de todas las orientaciones que hace el docente, si se orienta una accion se debe dar el mo-
nitoreo o verificacién del cumplimiento de la misma. Luego, si los estudiantes cumplen, se les debe felicitar
porque ya pueden hacerlo; en caso contrario, hay que orientar nuevamente sobre el asunto. Esto aplica en
todas las orientaciones. Por ejemplo, si se asigna una tarea, se verifica si el estudiante la cumple, se le felicita
y si no la realiza se debe reorientar. Este ciclo aplica también en la asistencia del aprendizaje, si se orienta
respecto a un contenido y a través de la prueba se verifica que lo hayan hecho correctamente, se debe felici-
tar; en caso contrario, se debe reorientar. El ciclo parece sencillo, pero para cumplirlo continuamente se debe
formar el habito.



VI. Pruebas de unidad y periodo

1. Importancia de la aplicacién de las pruebas

Los resultados que se obtienen al evaluar el aprendizaje de los estudiantes proporcionan al docente infor-
macidn valiosa que le permite tener un panorama real sobre el avance obtenido. Con base a esto, el docente
puede tomar decisiones con el fin de garantizar que sus estudiantes alcancen los indicadores de logro de cada
clase, desarrollen las competencias transversales y cumplan a su vez con las competencias de grado propues-
tas.

Cuando los resultados son positivos, el docente continla mejorando su practica, con el fin de que cada vez sea
mas efectiva.

Si los resultados no son tan favorables, serd necesario que el docente autoevalle su desempefio basado en
los resultados del aprendizaje de cada estudiante, y ponga todo su empefiio y esfuerzo para dar lo mejor de
si. Para ello, debe participar en procesos de formacidn e investigar sobre los contenidos donde considere que
tenga mayores dificultades y podria incluso consultar con sus companeros de trabajo.

Es importante destacar que el docente es uno de los actores mas importantes en el ambito educativo; por tal
razén, debe asumir su rol como tal y autoevaluar su desempefio basado en los resultados del aprendizaje de
cada estudiante.

Considerando lo anterior, debe hacer uso de las pruebas que contiene esta SM, las cuales buscan recolectar
informacion valiosa y relacionada con la realidad de los aprendizajes, tanto adquiridos como no adquiridos.

2. Propositos de las pruebas

Resumiendo lo anterior, se podria concluir que los propdsitos son los siguientes:

= Obtener informacion en cuanto al nivel de comprension de los contenidos por parte de los estudiantes.

= Disefar estrategias de mejora en los contenidos donde los estudiantes salieron deficientes.

* Evaluar el desempeno del docente y mejorar su practica basandose en el analisis de los resultados de la
prueba.

3. Funcion de cada prueba

Son dos tipos de pruebas, de unidad y de periodo. Todas tienen el mismo propdsito planteado, sin embargo,
segun convenga, se puede dar varias funciones a cada una de ellas. A continuacion se plantean algunos
ejemplos de cdmo utilizarlas.

a. Prueba de unidad
Los items que aparecen en dicha prueba corresponden a los principales indicadores de logro (curriculares)
los cuales estan enunciados en las clases de cada unidad. Por lo tanto, el docente puede conocer el nivel de
comprension de los contenidos por parte de los estudiantes. Lo ideal es dar una retroalimentacion una vez
se detecten las dificultades; sin embargo, no siempre se tiene suficiente tiempo para impartir clases adicio-
nales. En ese caso, se puede invitar a los estudiantes para que ellos mismos revisen y trabajen los items que
no pudieron resolver en el momento de la aplicacién de la prueba.

@ Sugerencia Metodolégica



Se puede entregar la copia de las respuestas de |la prueba que esta en este documento para que la analicen
en grupos, de esta forma, ellos pueden aprender interactivamente con sus compafieros; luego, el docente
puede recoger la prueba revisada por los estudiantes y ésta podria ser una informacion referencial sobre el
avance de sus estudiantes.

Antes de la aplicacion de dicha prueba, es recomendable anunciarles a los estudiantes con el fin de que
ellos repasen con antelacion los contenidos de la unidad a evaluar.

b. Prueba de periodo
Los items que aparecen en esta prueba corresponden a los contenidos esenciales del respectivo periodo.
El momento ideal para aplicar dicha prueba sera un dia antes de finalizar el periodo, ya que, en la ultima
clase, se pueden retroalimentar los contenidos. Sin embargo, si no se puede hacer asi, podria aplicarse en
el ultimo dia del periodo y dar la retroalimentacion en la primera clase del préximo.

Ademas de esto, aprovechando las Reflexiones Pedagdgicas, se puede compartir el resultado de las
pruebas con docentes de otros centros educativos. Asi se podra consultar cudles son las dificultades que
han encontrado, qué tipo de esfuerzos han aplicado otros docentes, entre otros temas que contribuyan al
mejoramiento de los aprendizajes. Una vez establecido un grado de confianza con otros docentes, se podria
establecer comunicacion via redes sociales, para compartir informacion que facilite procesos y contribuya
a mejorar los aprendizajes de los estudiantes.

Al final de cada unidad y de cada periodo, estaran las pruebas respectivas, de manera que puedan ser

fotocopiadas por cada docente, y posteriormente se encontrara la resolucién y rubrica de evaluacion para
cada item.

4.Uso de los resultados de la prueba

Ejemplo. Se supone que se aplica una prueba a estudiantes de segundo afio de bachillerato, y de los resultados
se presentan dos situaciones:

a. ReSpuiSta Efectua la siguiente operacién V16 + /54
correcta:
Y16 =323 x2 V54 =32 x 33
=232 =312

Solucién de los estudiantes

V16 +354 =232 +332

=532

Porcentaje de estudiantes que 20%
resolvieron de esta forma °

b. Respuesta

) Efectua la siguiente operacién 16 +3/54
Incorrecta:

{16 +3/54 =316 + 54

3
Solucidn de los estudiantes -370

Porcentaje de estudiantes que

. 60%
resolvieron de esta forma

16/



Enlasdossituaciones planteadas, écdmo se puedenanalizar los resultados?

Informacién que el docente puede obtener de este resultado:

Capacidad adquirida

Capacidad no adquirida

Suma de raices cubicas

Simplificaciéon de raices cubicas a la
minima expresion

Uso adecuado del algoritmo

Suma de raices semejantes

Estrategia para aprovechar los resultados para la retroalimentacion:

Posible consideracion a corto plazo

Posible consideracion a mediano plazo

Si se observa la misma situacién con varios
alumnos, serd necesario reforzar hacién-
doles un repaso sobre la simplificaciéon de
raices cubicas a la minima expresién y la
suma de raices semejantes.

Se deberd promover una actividad de
“aprendizaje interactivo entre alumnos”
con el fin de hacerles un recordatorio de
los contenidos anteriores con el apoyo y
sugerencia de sus compafieros.

Promover el autoestudio en la casa y en
el centro educativo hasta que tengan do-
minio de este tipo de items.

Con lo anterior, el docente podra dedicar su tiempo y esfuerzo a enfocarse en los contenidos que el estu-
diante no pudo contestar correctamente.

Para finalizar, a continuacion se presenta el proceso del uso adecuado de las pruebas que el docente debe
seguir:

a. Aplicar la prueba incluida en la SM en el momento oportuno.
- Prueba de unidad (cada vez que se finalice una unidad).
- Prueba de periodo (antes de finalizar cada periodo).
b. Revisar la prueba aplicada.
c. Analizar la informacidn que se obtenga con respecto a los resultados.

d. Disefiar una estrategia para la retroalimentacion.

e. En el caso de la prueba de periodo, se analizardn los resultados con los docentes de centros
educativos cercanos durante la Reflexion Pedagdgica para crear una estrategia de mejora.
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Unidad 1. Ecuaciones

Competencia de la unidad

Resolver ecuaciones bicuadraticas, radicales, racionales y sistemas de ecuaciones lineales y cuadraticas,
utilizando herramientas de resolucién de ecuaciones lineales y cuadraticas para aplicarlo en problemas
algebraicos.

Relacién y desarrollo
T il Primer afio de Segundo afio de
ercer ciclo bachillerato bachillerato

Unidad 5: Ecuaciones de pri- Unidad 2: Operaciones con Unidad 1: Ecuaciones
mer grado (7°) polinomios y nimeros com- e Ecuaciones y sistemas de
e |gualdad de expresiones plejos ecuaciones
matematicas ,| * Productos notables y facto-
e Ecuacion de primer grado rizacion
e Aplicaciones de ecuaciones e Divisidn de polinomios
de primer grado e Ecuacion cuadratica y nime-

ros complejos

Unidad 3: Secciones conicas
e La parabola

¢ La circunferencia

Unidad 2: Sistemas de ecua- e Laelipse

La hipérbola
Practica en GeoGebra

ciones de primer grado con

dos incognitas (8°)

e Métodos para resolver
ecuaciones de primer grado
con dos incégnitas

e Aplicacioén de las ecuaciones
de primer grado con dos in-
cognitas

Unidad 3: Ecuacién cuadratica

(9°)

e Ecuacion cuadratica

e Aplicaciones de la ecuacion
cuadratica




Plan de estudio de la unidad

Leccién Horas Clases

1 1. Ecuaciones bicuadraticas, parte 1
1 2. Ecuaciones bicuadraticas, parte 2
1 3. Ecuaciones radicales, parte 1
1 4. Ecuaciones radicales, parte 2

1. Ecuaciones y sistemas de 1 5. Ecuaciones radicales, parte 3

ecuaciones 1 6. Minimo comun multiplo de polinomios

1 7. Ecuaciones racionales
1 8. Sistemas de ecuaciones
1 9. Practica lo aprendido
1 10. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 1

10 horas clase + prueba de la unidad 1
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Puntos esenciales de la leccion

Leccién 1: Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

Se resuelven ecuaciones bicuadraticas y se establece el nimero de soluciones reales e imaginarias que tienen.
Luego se resuelven ecuaciones radicales; en este tipo de ecuaciones no se admiten soluciones complejas. Se
establece el método de resolucion de ecuaciones racionales, multiplicando por el minimo comun multiplo de los
denominadores para convertirlas a ecuaciones polinomiales. Se finaliza la unidad con la resolucién de sistemas
de ecuaciones con dos incdgnitas, donde una de ellas es lineal y la otra es de grado dos en una de las variables.
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Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

1.1 Ecuaciones bicuadraticas, parte 1

Problema inicial
Resuelve la ecuacion x* — 25x2+ 144 = 0, haciendo los siguientes pasos:
1. Realiza el cambio de variable y = x2.
2. Resuelve la ecuacién de grado dos que resulta en 1.
3. Encuentra las soluciones de la ecuacidn original.

Solucién
1. Si se observa la ecuacidn, puede escribirse como (x?)?— 25(x?) + 144 = 0, por lo que al hacer el cambio de
variable y = x? se tiene
(x?)>— 25(x?) + 144 = y>*— 25y + 144 = 0.

2. Se puede resolver esta ecuacion cuadratica factorizando, por lo que se buscan dos numeros que multi-
plicados den 144 y sumados den 25,
y?—25y+ 144 =(y-16)(y—9) =0.
De aqui se tiene que y— 16 =0 0 bien y—9 =0. Es decir, y = 16 o bien y = 9.

3. De 1 se tiene que y = x?y de 2 se sabe que y =16 0 y = 9. Entonces
x’=16 = x=t4o0bienx’=9 = x=13.
Por lo tanto, las soluciones de x* — 25x?+ 144 =0son x=—4, -3, 3, 4.

Definicién
Las ecuaciones de la forma Ax* + Bx? + C=0, donde A es distinto de cero, se llaman ecuaciones bicuadraticas.
Las ecuaciones bicuadraticas pueden resolverse haciendo el cambio de variable y = x? y resolviendo la

ecuacion cuadrdtica que resulta. Las ecuaciones bicuadraticas tienen cuatro soluciones, ya sean todas
reales, todas imaginarias o dos reales y dos imaginarias.

Ejemplo

Determina todas las soluciones complejas de la ecuacion x*—24x? — 25 =0.

Al hacer el cambio de variable y = x?, la ecuacién resultante es y?> — 24y — 25 = 0. Al factorizar se tiene

2 _ _ — (v — -
yi=24y =25 (y 25)(y+1) 0. DelaUnidad 2 de Primer

Luego, y—25=00bieny+1=0. afio de bachillerato se
eSiy—25=0entoncesy=25 = x2=25 = x==5. sabeque
eSiy+1=0entoncesy=—1= x’=—-1= x=+%1i. V-1=i

Por lo tanto, las soluciones de x* — 24x>—25=0son x=-5, 5, i, —i.

*
Problemasm

Resuelve:
a) X' —5x2+4=0 b) x*— 13x2+36 =0
c) x* - 29x2+ 100 = 0 d)x*—8x*-9=0
e)x*+5x*+4=0 f)x*+4x*+3=0

22



Indicador de logro:

1.1 Resuelve ecuaciones bicuadraticas de la forma x* + Bx> + C = 0.

Propésito:

Resolver ecuaciones de la forma x* + Bx2+ C =0,
realizando el cambio de variable y = x*. Observar
que el coeficiente de x* serd siempre 1 en esta cla-
se.

Se resuelve un tipo particular de ecuaciones, de
la forma x* + Bx* + C=0, donde B y C son nimeros
enteros, y al menos uno distinto de cero. Se resuel-
ven utilizando la factorizacion.

Solucién de problemas:
a) Haciendo y = x* se tiene que x* — 5x* + 4 = y* — 5y + 4 = 0. Al factorizar, se obtiene:
y?=5y+4=(y-4)(y-1)=0.
Luego,y—4=00bieny—-1=0.

eSiy—4=0entoncesy=4 = x2=4 = x=+2.
eSiy—1=0entoncesy=1= x2=1= x==1.

Por lo tanto, las soluciones de x*—5x*+4=0sonx=-2,2,-1, 1.
b) x* — 13x°+ 36 = y>— 13y + 36 = 0. Al factorizar, se obtiene:
y2-13y+36=(y-9)(y—4)=0.

eSiy—9=0entoncesy=9 = x°=9 = x=13.
eSiy—4=0entoncesy=4 = x’=4 = x=12.

Por lo tanto, las soluciones de x*—13x?+ 36 =0sonx=-3, 3,-2, 2.

c) x*—29x’+ 100 = y*—29y + 100 =0
= y*-29y +100 = (y-25)(y—4)=0.
*Siy—25=0= x*°=25 = x=%5.

d) x*-8x*-9=y>-8y-9=0
= »-8y-9=(y-9)(y+1)=0.

eSiy—9=0=> x’=9 = x=13.

eSiy—4=0= x’=4 > x=1%2.

Por lo tanto, las soluciones son x=-5, 5, =2, 2.

e)x*+5x*+4=y*+5y+4=0
= y’+5y+4=(y+1)(y+4)=0.

eSiy+1=0=> x’=-1= x=%1.
eSiy+4=0=> x’=-4 = x=%2i.

Por lo tanto, las soluciones son x = -1, 1, =21, 21.

*eSiy+1=0=> x’=-1=> x=%1..
Por lo tanto, las soluciones son x =-3, 3, —i, i.

f)Jx*+4x*+3=y>+4y+3=0

= y?+4y+3=(y+3)(y+1)=0.

*Siy+3=0> x2=-3 = x==++31.
eSiy+1=0=> x’=-1= x=%1.
Por lo tanto, las soluciones son x = —3i,3i, —i, i.
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1.2 Ecuaciones bicuadraticas, parte 2

Problema inicial
Resuelve la ecuacion 2x*— 15x* + 27 =0. }

Solucién
Al hacer el cambio de variable y = x? resulta 2y*>— 15y + 27 = 0. Al resolver la ecuacién por factorizacion, se

obtiene con el método de la tijera que 2y>— 15y + 27 =(2y - 9)(y—3) =0.

De aqui resulta 2
9 9 2y?—=15y +27
*2y-9=0= y=3.Es decir, x2=5 2y -9— -9y
3 3V2 ><
= x=t—==+=—= y -3—> -6y
x=tz=t= I
2y? 27 -15y
ey—3=0 = y=3.Esdecir,x*=3
=x=%3

Por lo tanto, las soluciones de 2x*—15x? + 27 =0 son x = —¥, ?, -13,43.

Conclusién
Una expresion de la forma Ax* + Bx?> + C puede factorizarse en la forma (ax? + b)(cx? + d) mediante el

método de la tijera. Con este recurso puede evitarse el cambio de variable y = x? para resolver las ecuaciones

bicuadraticas.

Ejemplo
Resuelve la ecuacion 2x* + 33x? + 16 = 0.

Al factorizar 2x* + 33x2 + 16 con el método de la tijera se obtiene

2x*+33x2 +16 = (2x* + 1)(x* + 16) = 0.

De aqui resulta

e 2x’+1=0=> x =—%. Es decir,

I+

X =

1}
I+

IS

e x’+16 = x?>=—16. Esdecir, x =+ 41
V2, N2, 4 4.

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion 2x*—3x> —=20=0son x = — >

>
Problemasv
Resuelve:

a)dx*—5x*+1=0 b)36x*-13x*+1=0

c)9x*—40x*+16=0 d)9x*+5x*—4=0

e)8x*—x*—-7=0 f)3x*+4x>+1=0

@




Indicador de logro:

1.2 Resuelve ecuaciones bicuadraticas de la forma Ax* + Bx?+ C = 0.

Se continda con la resolucion de las ecuaciones bicuadraticas de la forma Ax* + Bx2+ C=0, con A, B, C en-
teros, A distinto de cero y B o C distinto de cero.

Propésito:

Resolver ecuaciones de la forma Ax* + Bx?> + C = 0. En esta clase, el coeficiente del término de mayor grado
es distinto de 1. En esta ocasion, se resuelven las ecuaciones de manera directa, es decir, sin realizar el cambio
de variable que se hizo en la clase anterior.

Solucién de problemas:

a)4x*—-5x’+1=0 = (4x>-1)(x*-1)=0. b) 36x*—13x?+1=0 = (9x?>—-1)(4x>-1)=0.
Entonces, Entonces,
1 1
°4x2—1=0=ox2=%:x=i% °9x2—1=0=>x2=§:x=i§.
*¥-1=0=x=1=x=t1 ©4’-1=0= =5 Sxr=t2

. 11
Por lo tanto, las soluciones son x = ~51 5 -1, 1.

c)9x*-40x*+16=0 = (9x*—4)(x*—4)=0. d)9x*+5x?-4=0 = (9x*—4)(x*+1)=0.
Entonces, Entonces,
Q02 _ A= -4 s
°9x2—4—0:>x2=%:>x=i% 9x 4-0=>x—9=>x—i3.
e x’—4=0> x*=4>x=%2, ex?+1=0=> x’=-1=>x=+*Ii.
Por lo tanto, las soluciones son x = —%, %, -2,2. Por lo tanto, las soluciones son x = —%, %, -1, 1.
e)8x*—-x’-7=0= (8x*+7)(x*-1)=0. f)3x*+4x*+1=0= (3x*+1)(x*+1)=0.
Entonces, Entonces
-8x2+7=0:>x2=—%:>x=i@i. °3x2+1=0$x2=—%=>x=i-§i.
ex’-1=0>=> x’=1=>x=%1. ex2+1=0>=> xt=—-1=>x=1+1.
Por lo tanto, las soluciones son x = —@l) @i, Por lo tanto, las soluciones son x = — g I, g i,
_11 1. _i, l
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1.3 Ecuaciones radicales, parte 1

Problema inicial

Resuelve la ecuacion x—3 = 5.

Solucién

Para resolver una ecuacién de esta forma, donde aparecen radicales, se despeja el radical para luego elevar
al cuadrado.

Jx-3=5
\Jx=5+3 sedespeja el radical,
(\/3?)2 =82 se eleva al cuadrado,
x = 64.

Al comprobar la solucién, se tiene que 464 —3 = 8 — 3 = 5. Luego, x = 64 satisface la ecuacién original, por
lo tanto, x = 64 es la solucién.

Definicién

Ejemplo

*
Problemasv

Una ecuaciodn radical es aquella donde la incégnita o incdgnitas aparecen bajo el signo radical.

Una ecuacion radical puede convertirse a una ecuacién donde no aparezcan radicales, despejando el radi-
cal y elevando al cuadrado.

Al haber resuelto la ecuacidn radical, hay que comprobar que los valores encontrados satisfacen la ecua-
cion, sustituyéndolos en la ecuacidn original y comprobando la igualdad.

No se consideraran como soluciones aquellos valores que al comprobarlos en la ecuacidn original resulten
numeros complejos.

Resuelve 24/2x+1-6=0.

Al despejar el radical y elevar al cuadrado se obtiene

2V2x+1-6=0
2\2x+1=6

\2x+1=3 sedespeja el radical,
2x+1=9 seobtiene una ecuacién lineal la cual hay que resolver,
2x=8

x=4.

Al comprobar la solucién se tiene: 24/2(4)+ 1 -6=2V9-6=2(3)-6=6—-6=0. Por lo tanto, x =4 es la
solucidn de la ecuacion.

Resuelve las ecuaciones radicales.

a)Vx+3=4 b) Vx—8=2
c)5-+3x+1=0 d) 5+3x=8
e)7-Vx+2=3 f) Vx+3=+5x-1

o




Indicador de logro:

1.3 Calcula soluciones de ecuaciones radicales que pueden reducirse a ecuaciones lineales.

Se tiene un primer encuentro con la resolucién de ecuaciones que contienen radicales, a las cuales se les
llama ecuaciones radicales.

Las ecuaciones a resolver solo tienen radicales con indice 2, ya que las propiedades de potencias mayor
gue 2 se trabajan hasta la unidad 4.

/

Propésito:

Resolver ecuaciones radicales de indice 2, que se reducen a ecuaciones lineales sencillas. J

Solucién de problemas:

a)Vx+3=4>=> x+3=16 = x=13.

Al comprobar, se tiene que V13 +3=v16=4./
Por lo tanto, x = 13 es la solucion.

b)Vx—-8=2 > x-8=4 > x=12.
Al comprobar, se tiene que V12 -8 =4 = 2. \/
Por lo tanto, x = 12 es la solucidn.

€)5-V3x+1=0=>+3x+1=5= 3x+1=25 = x=8.
Al comprobar, se tiene que 5—3(8) + 1=5-+25=0.+/

Por lo tanto, x = 8 es la solucion.

d) 5+3Vx=8 = 3{x=3 =2 x=1= x=1.
Al comprobar, se tiene que 5 + 3v1 = 8. \/

Por lo tanto, x = 1 es la solucion.

e)7-Vx+2=3>Vx+2=4 > x+2=16 = x=14.

Al comprobar, se tiene que 7— V14 +2=7-16=3./
Por lo tanto, x = 14 es la solucién.

f)vx+3=v5x-1= x+3=5x—-1= 4x=4 = x=1.
Al comprobar, se tiene que V1 +3 =V4=2=+/5(1)-1. ./

Por lo tanto, x = 1 es la solucidn.

Q Sugerencia Metodoldgica



1.4 Ecuaciones radicales, parte 2

Problema inicial
t Resuelve las siguientes ecuaciones

a) Vax’—=15-2x=-1 b) VaZ+6x—+2x=x

Solucién
a) De la misma forma que en la clase anterior, se despeja el radical y luego se eleva al cuadrado.

4x?—15-2x=-1
4x*—15=2x-1
4x?—15=4x*—4x+1 elevandoal cuadradoy desarrollando,
40— 15=48—4x+1
4x =16
x=4.
Se comprueba que 4 sea solucion de la ecuacion sustituyendo en la ecuacion original

\4(4)>-15-2(4)=\V64-15-8=+49-8=7-8=-1
Por lo tanto, x = 4 es solucion de la ecuacionV4x?—15-2x=—1.

b) Esta ecuacidn tiene dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos.
Va2 +6x—2x=x
(a2 + 6x)'= (x ++2x )
X2+ 6x =x2+2x2x + 2x  elevando al cuadrado y desarrollando,

A+ 6x —2x = ¥+ 2x\2x

2 _ 2
(4x) - (2x sz) Es recomendable no dividir

16x2 = 4x%(2x) entre 4x? ya que no se sabe
1632 — 4x%(2x) =0 si puede ser cero.
4x%(4 —2x) = 0.

De aqui se tiene que 4x*=0 = x=0,0bien4-2x=0 = x=2. Comprobando ambos valores en la
ecuacién original,
x=0: 07+ 6(0) - \2(00£0 = 0=0 «/ x=2:VE+602)-202) €2
>4+ 12-4¢2
=  4-292

= 2=2+/
Luego, x =0y x = 2 son las soluciones de la ecuacién Vx? + 6x —\2x = x.
Conclusién
Al resolver ecuaciones radicales pueden resultar ecuaciones de grado mayor a 1 que pueden resolverse

mediante factorizacién o mediante la férmula general, cuando la ecuacién resultante es una cuadratica que
no pueda resolverse por factorizacion.

*
Problemas.

Resuelve las ecuaciones radicales.

a)x+2=vx*+1 b) 3v2x—-1=3x
c)V3x+1—-4x+5=-1 dVx+7+Jx—-1-2x+2=0
e)vV3x—11++3x = +12x-23 f)Vox—-8—+V4x+1=vx-3

22




Indicador de logro:

1.4 Resuelve ecuaciones radicales que pueden reducirse a ecuaciones lineales o cuadraticas.

mente, el indice del radical siempre es 2.

Se resuelven ecuaciones radicales que se reducen a ecuaciones lineales o ecuaciones cuadraticas. Nueva-

Propésito:

sario elevar al cuadrado dos veces.

Continuar con la resolucidon de ecuaciones radicales, en esta ocasion se aborda el caso en el cual es nece-

Solucién de problemas:

Las siguientes soluciones no tienen comprobacién, sin embargo, el estudiante deberd hacerlo.

a)x+2=Vx2+1 = X +4x+4=x+1 > 4x=-3 = x=—-.

3
4

b)3vV2x—-1=3x =2 V2x—-1=x = 2x-1=x>=> x’-2x+1=0=> (x-1)?’=0=> x-1=0 = x=1.

c) V3x+1-+4x+5=-1
V3x+1=-1++4x+5
3x+1=1-2V4x+5+4x+5
2\4x+5=x+5
4(4x +5)=x*+10x + 25
x’—6x+5=0
(x=5)(x—-1)=0

Entonces, x=50x=1.

e) V3x—11 ++V3x=v12x-23
3x—11+2v3x—11V3x + 3x=12x-23
249x* —33x = 6x— 12
\V9x*=33x=3x-6
947 — 33 = 9a7—33x + 36

3x=36
Entonces, x = 12.

d) Vx+7+Vx—1-2x+2=0
Vx+7+Vx—1=2x+2
X+7+2\Vx+7\x-1+x—-1=4(x+2)
2Va? +6x—7 =2x +2
Va2 +6x—-7=x+1
X +6x—T7=x"+2x+1
4x=8

Entonces, x = 2.

f) V9x—-8-V4x+1=Vx-3
9x—8-2V9x—8Vdx+1+4x+1=x—-3
23652 —23x—8=12x—4
\36x? —23x—8=6x—2
36x2—23x—8 = 36x% —24x + 4
x=12

Entonces, x = 12.

Sugerencia Metodoldgica



1.5 Ecuaciones con radicales, parte 3

Problema inicial
Resuelve x +V4x + 1 =5.

Solucién
Se despeja el radical y se eleva al cuadrado
x+V4x+1 =5
V4x+1=5-x

(Nax+1)'= (5-x)
4x+1 =25-10x + x?
x*—14x+24 =0 seresuelve laecuacidon cuadratica resultante,
(x=2)(x—12)=0.

Entonces,x—2=00x—-12=0. Asi, x =2 0 x = 12. Al comprobar las soluciones en la ecuacidn original se
tiene:

La razén por la cual las soluciones de la ecuacion
x=2:2+ \/4(2) +1=2+ \/8 +1=2+3=5 \/ obtenida al elevar al cuadrado no necesariamen-

x=12:12+V4(12)+1=12+ m =12+7=19#5 x te son las soluciones de la ecuacion original es

porque si A% = B? no significa que A = B.

Por lo tanto, x = 2 es la solucién de x + V4x +1 =5.
Por ejemplo, 32 = (-3)? pero 3 # -3.

Conclusion
No hay una forma de determinar el nimero de soluciones de una ecuacién radical, por lo que cada valor
encontrado al resolver la ecuacién debe comprobarse sustituyéndolo en la ecuacién original.

Ejemplo

Resuelve V2x2— 1 =+/x.
En esta ocasidn hay dos radicales, por lo que se procura que ambos queden en miembros distintos de la
ecuacion. s '

(=1 = (=)

2x’-1=x

20*-x-1=0

Esta ecuacion puede resolverse por factorizacién y puede comprobarse que
2x?—x—-1=(2x+1)(x—-1)=0.

Entonces, o bien x =1 0 bienx = —%. Lo primero que puede observarse es que x no puede ser —%, ya que
el radical Vx no seria un nimero real.

Comprobando parax =1, se tiene V2(1)? = 1=+2-1=1=1,V1=1:/

Por lo tanto, x = 1 es la solucidn de V2x*— 1 = \x.

>
Problemasw
Resuelve cada ecuacion radical.

a)3x+Nx—-1=2x+7 b)\5x+1—\2x+1=2
c)2-vV2x+3=2x-1 d)x=2Vx+2+1
e)y3x+10=5-3x+3 f)\3x+7+y2x+6=13-3x

\
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Indicador de logro:

1.5 Resuelve ecuaciones radicales reducibles a ecuaciones cuadraticas.

La diferencia entre esta clase y la anterior, es que durante el proceso de resolucién de la ecuacién puede
obtenerse un valor de la incdgnita que resulta no ser solucion de la ecuacion original.

Solucion de problemas:

a) 3x+Vx-1=2x+7 b) V5x+1-2x+1=2
Ve—1=-x+7 VBx+1=2+2x+1
x—1=x2—14x +49 5x+1=4+4\2x+1+2x+1
x2—15x+50=0 4\2x+1=3x-4
(x-10)(x-5)=0 16(2x + 1) = 9x2 — 24x + 16
= x=100x=5 9x* = 56x =0
Al comprobar las soluciones se obtiene que la uni- ¥(9x-56) =0
ca solucién es x = 5. = x=00x=%

Al comprobar las soluciones se obtiene que la Uni-
Ny 56
ca solucion es x = —.

9
°) 2-V2x+3=2x-1 d) x=2\Vx+2+1
—V2x+3=2x-3 2Vx+2=x-1
2x+3=4x*—-12x+9 4(x+2)=x?-2x+1

x’—6x—-7=0
(x=7)(x+1)=0
> x=70x=-1

2x*—-7x+3=0
(2x-1)(x-3)=0

_1 _
= X=50x= 3. Al comprobar las soluciones se obtiene que la
Al comprobar las soluciones se obtiene que la Uni- Unica solucién es x = 7.
ca solucion es x = 5
e) V3x+10=5-3vx+3 f) \Bx+7+\V2x+6=13-3x
3x+10=25-30Vx+3+9x+27 3x+7+2V6x2+32x+42 +2x+6=13-3x
SVx+3=x+7 2+6x?* +32x+42=—8x
— A2
25(x +3) =a* + 14x + 49 6x2 +32x + 42 =—4x

x*=11x-26=0
(x—=13)(x+2)=0

6x2+32x + 42 = 16x?
5x?—16x-21=0

5x-21)(x+1)=0
Al comprobar las soluciones se obtiene que la uni- ( 21 n )

ca solucién es x = -2. = xX== ox=-1

= x=130x=-2

Al comprobar las soluciones se obtiene que la Uni-
ca solucion es x = -1.

@ Sugerencia Metodoldgica



1.6 Minimo comun multiplo de polinomios*

Problema inicial

Calcula el minimo comun multiplo en cada caso.
a)4, 6,15 b) 6x,3x+ 1, 6x+ 2 c)2m+3,2m-3,4m*-9

Factorizar polinomios es analogo a descomponer nimeros en sus

. factores primos.
Solucién

a) Para calcular el minimo comun multiplo de 4, 6 y 15, se descompone cada nimero en sus factores pri-
mos.
4 =72 6=2(3), 15 = 3(5).
Luego, el minimo comdn mdltiplo de 4, 6 y 15 es 2%(3)(5) = 4(3)(5) = 60.

b) Para calcular el minimo comdn multiplo se hace de manera andloga que con nimeros. Primero se facto-
riza cada expresion.
6x = 2(3)x, 3x + 1 ya no puede factorizarse, 6x+2=2(3x+1).
Luego, el minimo comdn mdltiplo de 6x, 3x + 1y 6x + 2 es 2(3)(x)(3x+1) = 6(3x? + x) = 18x2 + 6x.

c) De igual manera que en b), se factoriza cada expresién y el minimo comun multiplo sera el producto de
cada factor comun y no comun que aparece en cada factorizacién, con la mayor potencia que aparezca
entre las tres expresiones.

2m + 3y 2m -3 no pueden factorizarse y 4m?—9 = (2m — 3)(2m + 3), por diferencia de cuadrados.
Por lo tanto, el minimo comun multiplode 2m +3,2m -3 y4m?—9es (2m —3)(2m + 3).

Conclusién
El minimo comun multiplo de dos o mds nimeros es el menor nimero entre sus multiplos comunes, y se
denota por mcm.

Para calcular el minimo comun multiplo de dos 0 mas nimeros, se descompone cada numero en sus facto-
res primos y se toma el producto de cada factor comuin y no comun, con la mayor potencia a la que aparece.

También puede calcularse el mcm de expresiones algebraicas de manera andloga: se factoriza completa-
mente cada expresion y el mcm serd el producto de todos los factores, comun y no comun, con la mayor
potencia a la que aparece.

Ejemplo

Calculael mecmde x +y, 2 + 2xy + y? y x2 — y2.

Se factoriza cada una de las expresiones anteriores: [

Observacion: No es necesario
X+y,x8+2xy+y* = (x+y)%, =y = (x+y)(x—)) desarrollar (x + y)2(x — ).

Por lo tanto, el mecm de x + 7y, x2 + 2xy + y2 y x> — y* es (x + y)*(x — y).

*
Problemasw

Calcula el mecm para cada caso.

a) x?, y?, xy b)x+5, x*—25,x-5
c)3a+6,a’-4 d2,x-3,2x-6
elm-1,m*-1,m+1 f) 3x + 15, x2— 25, 6x, x—5
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Indicador de logro:

1.6 Determina el minimo comun multiplo de dos o mas polinomios.

Se define el minimo comun multiplo de dos o mas polinomios haciendo la analogia con el minimo comun
multiplo de dos o mas numeros.

Si el estudiante tiene muchas dificultades en la solucién del Problema inicial, el docente debe brindar mas
apoyo.

\_ /

Propésito:

El Problema inicial tiene tres problemas. El primero tiene el objetivo de recordar la forma de calcular el
mcm de dos o0 mas numeros descomponiéndolos en sus factores primos. El segundo y el tercero tienen
como objetivo calcular el mcm de los polinomios dados, aplicando el método del primer problema, des-
componiendo en factores los polinomios hasta que ya no puedan factorizarse mas.

Solucién de problemas:

a) x%, y%, xy b)x+5,x2—25x-5

El mcm es x%y2. Como x?>—25 = (x + 5)(x — 5) se tiene que el mcm
de los tres polinomios es (x + 5)(x — 5) = x* — 25.

c)3a+6,a’-4 d)2,x-3,2x-6
3a+6=3(a+2)ya’—4=(a+2)(a-2). Entonces Como 2x—6 =2(x—3), el mecm de los tres polino-
el mcm de ambos polinomios es mios es 2(x—3) =2x—6.

3(a+2)(a-2)=3(a*-4)=3a>-12.

ejm-1,m*-1, m+1

Como m?—1=(m +1)(m - 1), se tiene que el mcm de los tres polinomios es (m + 1)(m —1) = m? - 1.

f) 3x + 15, x*— 25, 6x, x—5
3x+15=3(x+5),x°—25=(x+5)(x—5) y 6x=(2)(3)x.

Entonces, el mcm de los cuatro polinomios es
(2)(3)(x + 5)(x — 5)x = 6(x* — 25)x = 6x° — 150x.
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1.7 Ecuaciones racionales

Problema inicial

Resuelve cada ecuacion.

x+1 1 3 5
=4 _ =
)52 b) 3 T o1 ZEesio3
Solucién

a) Cuando se tienen ecuaciones de esta forma, lo primero que hay que hacer es restringir los valores que
puede tomar x, ya que pueden resultar divisiones entre cero, que no estan definidas. Por lo tanto, en
este caso, x no puede ser 2 ya que x— 2 se vuelve cero. Luego, hay que eliminar el denominador, y para
ello se multiplica toda la ecuacién por x — 2,

(x-2)(ED) = ax-2)

(-2) (£ =a(x-2)

x+1=4x-8 seresuelve la ecuacioén lineal,
3x=9
x=3.

Six =3 el denominadorx—2noseanula:3-2=1.

Por lo tanto, x = 3 es la solucidn de la ecuacion.

b) De nuevo, el objetivo es eliminar los denominadores. En este caso, como los tres denominadores son
distintos, se debe multiplicar la ecuacién por el mcm de estos.

Las expresiones x + 3y 2x— 1 no pueden factorizarse y 2x? + 5x—3 = (2x— 1)(x + 3), por lo que el mcm

de los tres denominadores es (2x — 1)(x + 3). Ademas, x no puede ser -3y % ya que en ese caso algun
denominador se vuelve cero. Entonces,

= N L=

(25~ (4 3) 25 - e=T)w + 3)(7)%) = W(;_S)

2x—1-3(x+3)=5
2x—1-3x-9-5=0
-x—15=0

x=-15

Si x =—15, ningln denominador se anula al evaluar —15 en cada uno de ellos. Por lo tanto, x =15 es
la solucidn de la ecuacion.

Definicién
Una ecuacion que contiene fracciones y tal que la incégnita aparece en algin denominador se llama ecua-
cion racional. Como en una ecuacion racional la incégnita aparece en el denominador, se deben considerar
valores de la incognita que no hagan cero a algin denominador.

Para resolver una ecuacion racional, primero debe analizarse qué valores de la incégnita hacen cero a algun
denominador. Luego se multiplica toda la ecuacién por el mcm de ellos y luego se resuelve la ecuacion re-

sultante. Se descartan aquellos valores de la incégnita que hagan cero a algiin denominador en la ecuacion
original.

>4



Ejemplo

Resuelve la ecuacidn - +

En este caso, x no puede tomar los valores de 0y 1. Ademas, el mcm de x — 1y x> — x es x(x — 1), entonces,

P
xw(ﬁ%x@f‘ﬂ(%) + xM(yL(I)
4x=3+x2

x*—4x+3=0
(x=3)(x-1)=0

Entonces, x =3 0o x = 1. Pero x # 1, por lo que esa solucién queda descartada.

Por lo tanto, x = 3 es la solucidn de la ecuacion 4 __3 . x
x—1 x(x-1) x-1

No es necesario comprobar que la solucién es x = 3 sus-
tituyendo en la ecuacidn original, porque six#1yx #0,
entonces multiplicar por x(x — 1) es una operacion rever-
sible.
4 3 X
x—1 x’—-x x—-1
x x(x—1) +x(x—1)
4x=3+x?
Problemas.”
Resuelve cada ecuacién racional.
1 3 1
a)==3 b) ===
) x ) x 2
4 1
c)—-3=0 d =
) 5x ) 2x+1
2 _ _
e)x+3= 2x f)x4=1x
2x-1 -1 x+1
2 3 1 3 11
< =2 - h 4+ = ===
g) ) 2x  5x  «?

x-1 x+3

O
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Indicador de logro:

1.7 Resuelve ecuaciones racionales, con polinomios de grado uno y dos.

Se resuelven ecuaciones racionales, donde en al menos un denominador aparece un polinomio lineal. Se
utiliza el resultado de la clase anterior para determinar por cuanto hay que multiplicar la ecuacién para
simplificar los denominadores y obtener una ecuacién polinomial.

Propésito:

Con respecto al Problema inicial, el literal a pretende introducir el método de resolucién de una ecuacién
racional, mientras que el literal b procura afianzar el método estudiado en a), ademds de ser mas notable
la necesidad de buscar el mcm de los denominadores. Al resolver el Ejemplo, se obtiene un valor de x para
el cual no es solucidn de la ecuacidn original, ya que hace cero uno de los denominadores.

Solucién de problemas:

a) Multiplicando por x a ambos lados: b) El mcm de x y 2 es 2x. Multiplicando por 2x a
1 35 1=3¢y> x=2L ambos lados:

;=%: 2(3)=1(x) > x=6.

¢) Multiplicando por 5x a ambos lados:

4

2 -3=0> 4-3(5x)=0(5x) = 4-15x=0 = 15x=4 = x=—

15°

d) Multiplicando por 2x + 1 a ambos lados:

L -351=32x+1)>1=6x+3>x=—=.
2x+1 3
e) Multiplicando por 2x —1: f) El mcm de los denominadores es (x — 1)(x + 1).
x+3= 2x2 Entonces, t-4 1z
2x—-1 =
(x+3)(2x—1) = 2x? ool
(x=4)(x+1)=(1-x)(x—-1)
2x* + 5x—3 = 2x? 234 2y 9p— 1
— — - — + —
Sx—3=0 x*—3x X+ 2x
=3 2x*-5x-3=0
> (2x+1)(x-3)=0
Entonces, x=—% ox=3.
g)Elmcmdex—1yx+3es(x—1)(x+3). Entonces, h) El mcm de 2x, 5xy x* es 10x% Entonces,
2 3 1,3 _ 1
x-1 x+3 2¢  5x  «
2(x+3)-3(x-1)=0 zi) z(i)z z(g)
(x+3)-3(x—1) (1Ox)(2x +(102)(2) = (1027 (4
2x+6-3x+3=0 5x +6x =110
x=09. 11x =110
x =10.



1.8 Sistemas de ecuaciones

Problema inicial

Determina todas las soluciones x+y=2
del sistema de ecuaciones X —3x-y+2=0

Solucién
Se despeja una de las incognitas de una de las ecuaciones y luego se sustituye en la otra ecuacién.

En este caso, resulta mas facil si se despeja y de la ecuacidn lineal,
¥y=2-X e (1)
Luego, al sustituir y en la otra ecuacidn se tiene

X*—-3x—y+2=x-3x-(2-x)+2=x>-3x-2+x+2=x-2x=x(x—-2)=0.
De aqui se tieneque x=00x = 2.

Para determinar el valor de y se sustituye el valor de x en (1). Asi, cuandox =0, y=2ycuandox=2,y=0.
Por lo tanto, las soluciones del sistemasonx=0,y=2yx=2,y=0.

Conclusién
Para resolver un sistema de ecuaciones, donde una de ellas es lineal y la otra es de grado 2, se despeja una
de las variables en una de las ecuaciones y se sustituye en la otra, para luego resolver la ecuacién en una

variable resultante.

Es recomendable despejar en la ecuacién lineal aquella variable que tiene menor grado en la ecuacién de
grado 2.

Ejemplo
Resuelve el sistema de ecuaciones:

x—y=2
X’+x+y-1=0

Despejando y de la ecuacion lineal se tiene que y = x — 2. Sustituyendo en la otra ecuacion

X+x+y-1=x+x+(x-2)-1=x+x+x—-2-1=x+2x-3=0.
Al resolver por factorizacién se tiene que (x—1)(x+3) =0, porloquex=10x=-3.

Para x = 1 se tiene que y = -1y para x =3 se tiene que y = =5. Por lo tanto, las soluciones del sistema son
x=1,y=-1yx=-3,y=-5.

»
Problemas.\ﬁ
Resuelve cada sistema de ecuaciones.

x-y=0 —y=3
a) by {77
xK+y=2 ¥ +2x-y=3
5¢+y-3=0 2x—y=-14
c) d)
x*-7x—-y+3=0 x*+5x+y=4

e){3x+y=—5 f){Zx—y=7

2x*-x+y=1 -x?+4x+2y=1

|10 p

@ Sugerencia Metodoldgica




Indicador de logro:

1.8 Resuelve sistemas de ecuaciones donde una es lineal y la otra es de grado dos en una de las incégnitas.

Se culmina la unidad con la resolucidon de sistemas de ecuaciones, donde una de ellas es lineal y la otra es
cuadratica en una de las variables.

Propésito:

La idea es resolver este tipo de sistemas de ecuaciones despejando de la ecuacidén lineal aquella incégnita
gue tiene grado 1 en la ecuacidn cuadrdtica; hacer este despeje es mas adecuado que despejar la que tiene
grado 2.

Solucién de problemas:

x—y=0
a)q ,
x+y=2

x—=y=0= x=y.
xX*+x-2=0
(x+2)(x-1)=0
x=—2o0x=1

Luego, X’ +y=2 =

e Six=-—2entoncesy=—2.
e Six=1entoncesy=1.

Por lo tanto, las soluciones sonx=—-2,y=-2
yx=1,y=1.

56+y-3=0
xX*=7x-y+3=0

5+y-3=0= y=3-5x
Luego, x*—7x—-y+3=0
xX*-7x-3+5x+3=0
x*=2x=0
x(x—2)=0
= x=00x=2.
e Six =0 entonces y = 3.
¢ Six =2 entonces y =—7.

Por lo tanto, las soluciones son x =0,y =3y
x=2,y=—7.

b

d)

) x—=y=3
X*+2x-y=3

x—y=3 = y=x-3.
Luego, x*+2x—y=3 = x*+2x—-x+3=3
x*+x=0
x(x+1)=0
Entoncesx=00x=-1.
e Six=0entoncesy=-3.
e Six=-1entoncesy=-4.

Por lo tanto, las solucionessonx=0,y=-3y
x=-1y=-4.

2x—-y=-14
xX*+5x+y=4

2x—y=-14 = y=2x+14

Luego, x*+5x+y =4

xX*+5x+2x+14=4
x*+7x+10=0
(x+5)(x+2)=0

= x=-50x=-2.
e Six=-5entonces y = 4.
e Si x =-2 entonces y = 10.

Por lo tanto, las soluciones son x=-5,y=4y
x=-2,y=10.



o) {3x+y=—5 f {2x—y=7

2x*—x+y=1 -x*+4x+2y=1
3x+y=-5=y=-5-3x 2x-y=7 = y=2x—7
Luego, 2x*’—x+y=1 Luego, —x*+4x+2y=1
2x2—x—5-3x—1=0 -x?+4x+2(2x-7)=1
22— Ax—6=0 -x*+4x+4x-14-1=0
x2=2x-3=0 -x2+8x—15=0
(x=3)(x+1)=0 x*—8x+15=0
(x—=5)(x—-3)=0
=> x=30x=-1

e Six =3 entonces y =—14. = x=50x=3.

* Six=-1entoncesy =—2. e Six =5 entonces y = 3.

Por lo tanto, las soluciones son x = 3, y = —14 * Six =3 entonces y =-1.

yx=-1,y=-2. Por lo tanto, las soluciones son x =5,y =3y

x=3,y=-1.
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1.9 Practica lo aprendido

~
1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.
a)x*—10x2+9=0 b) x*-9x*=0
c)x*—11x*+30=0 d)x*-16=0
e)x*+2x>-3=0 f)x*+3x*—10=0
g)dx*—17x*+4=0 h) 2x* +9 =11x?
i) 3x* + 64 = 5247 j)2x*=x*-1=0
2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.
a)\5x+9=2x+3 b) \2x+1=x-1
c)V2x+16=2x+4 d) Vx+x=\3x+x2
&) Vx+\x+7=7 f) Vx+16-+x=2
g)V3x+12-1=+5x+9 h) V2x—=3+Vx—-1=+3x-2
3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.
a) 3x—4 _ 2 b) 2 __3
3—x x+1 «x
3 =_2 ) 2043 _ 6x+4
x—2 x+3 5c-1 15x+2
4x-7 _x-16 f) 2 .3 _3
12x+3 3x+5 x-3 x-2
4. Determina todas las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones.
+y=3 -y+3=0
x*+x-y+3=0 x*-x-y-5=0
3x—y=4 2x+y=-8
o) J d) J
252 +x+y=6 xX*+2x+y=-7
8x—-y-20=0 6x—y-12=0
e) f)
3x’-7x-y=2 x’+2x—-y=8
N J
. ®

o




Indicado

r de logro:

1.9 Resuelve problemas correspondientes a la resolucién de ecuaciones bicuadraticas, radicales, raciona-
les y sistemas de ecuaciones.

Solucién de problemas:

1a)x*—10x*+9=0 = (x*—9)(x*—1)=0.
Entonces,

ex?—9=0>=> x’=9 > x=1%3,.

ex’—1=0>=> x*=1=>x==*1.

Por lo tanto, las solucionessonx =-3,3,-1, 1.
1b)x=0,-3,3
1c) x =-+6,6,-5,5

1d) x = -2, 2, -2i, 2i
23)x=0
2b)x =4
2c)x =0
2d)x=0,1
2e)x=9
3a) 324 -2 = 3x—4=2(3-x)
3-x
= 5x=10
=> x=2
3b)x=-3

43) x=0,y=3yx=-2,y=5
4c)x=-1+6,y=-7+36

yx=-

1-+6,y=-7-36

de)x=3,y=4yx=2,y=—4

le)x =-1,1,-3i,31i

1f) x = —+2,V2, -5, V50

-9y _11
1g)x_ 21 2: 2: 2
1h)x=-1,1,-32; 2,
272
No—1 1 32 332
li)x=-1,1,-=%=
1) x=-4,4,-23 28
37 3
2f) Vx + 16 —Vx =2
VK 16=2+\x
x+16=4+4\x+x
4x =12
Vx=3
x=9
Al comprobar se obtiene que
\V25-+9=2.
Por lo tanto, x =9 es la solucidn.
3c)x=-13
-_2
3d) x = 7
-_13
3e)x= 188
3f)x=10;\/7, 10;\/7

o

4b)x=4,y=7yx=-2,y=1

2g) x=-1
2h)x =2

4d)x=1,y=-10yx=-1,y=-6

4f)x=2,y=0
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1.10 Problemas de la unidad

1. Determina todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones bicuadraticas.

a)x*—5x2-36=0 b)x*+2x2+1=0
c)x*+3x2-10=0 d)-x*+7x*-12=0
e)x*-3x2+2=0 f)8x?—15=x*
g)3x*-26x*-9=0 h)12x*-5x*-3=0

i) —2x*—9x>+68=0 j) 4x* = 13x2 -9

k) 4x* = 5 — 1922 1) 4x* + 91> — 225 =0

2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

a)V7-5x=8 b) x +\5x+ 19 =-1
c) 2\x-\x-3=V5+x d) 1+ =+x+1
e) 3V2x-3+2\7-x=11 f) N7—2x—\5+x=V4+3x
g)V2x +15-2=+6x+1 h) Vx+1+v3x+4=+5x+9

3. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

)5x+1+x—1 =2 b) _2.70 +_3x =x

a =
x+2 x x+6 x+4

4. Determina todas las soluciones complejas de los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) 6bx—y+2=0 b) 2x+2y=9
2’ +5x—-y+1=0 4x?—12x-y+9=0

) [3e-v-8=0 o [35+0=4
x*—4x+7y=0 2x°-2x-y-1=0

5. En un mismo plano cartesiano:
a) Grafica las ecuaciones y =2x—-2yy=x>—2x+ 1.
b) Encuentra los valores x y y que satisfacen ambas ecuaciones mostradas en a).
¢) Ubica en el mismo plano cartesiano los pares ordenados (x, ), donde x y y son los calculados en b).
d) ¢éQué sucede con los puntos ubicados en c) y las gréficas de las ecuaciones en a)?
e) éQué se puede concluir sobre resolver sistemas de ecuaciones donde una es una ecuacién lineal y la
otra es una ecuacién cuadratica?

J

2




Indicador de logro:

1.10 Resuelve problemas correspondientes a ecuaciones.

Solucién de problemas:

1la)x=-3,3,-2i,2i 1b)x=—1i,1i

1c) x =—+2,v2,-5i,5i 1d)x=-2,2,-3,43

le)x=-+2,42,-1,1 1f) x =—+3,3,-+/5,5
B, B, ERRERR PP

1g) x =— 3’3’_T’TZ 1h) x =—+~ T—TL,TZ
34 . \34 . oo 33

1|)x-—2 2 —T Tl 1]).’)6— 1,1, X))

101 s =33 g5
1k)x——?,?,—\/§z,\/§z 1) x =~=,5, =51, 5i
2a)x——55—7 2b)x=-3
2c)x =4 2d) x =0, 4
2e)x =6 2f) x =-1

_12 _
2g)x—2,2 2h)x =0

- -5-4/33
3a)x=—l,1 3b)x = 5+\/§, \/_,0
2 2 2

—l e gyx=1y= TRV
da)x=-5,y=-1lyx=1,y=8 ab)x=7,y=7yx=5,y=4

_-17+43\57  -67+9:\57 -1++/41 19-3+41
4c)x_ 2 Iy_ 2 4d)x= 4 lyz 4

-17-3+/57 67 —9+57 -1-+/41 19 + 3+/41

=T YE T VX=—77—— V="
5a) La grafica de y = 2x — 2 es una linea recta. Si x = 0 entonces y =-2,ysix =1 J

entonces y = 0. Por lo tanto, la gréafica pasa por los puntos (0, -2) y (1, 0). Por 4 y=2%-2

otra parte, la grafica de y = x> - 2x + 1 = (x — 1)* es una pardbola abierta hacia 3

arriba con vértice en (1, 0). Ademads, six=0,y=1ysix=2,y=1. Es decir, la

parabola pasa por los puntos (0, 1) y (2, 1). A YEXZ X+l

y=2x-2 o 'BERE I
5b) Hay que resolver el sistema -1
y=x"—-2x+1 )
2x—2=x"-2x+1=>x*-4x+3=0=>(x—-3)(x-1)=0>x=30x=1 /{

Six =3 entoncesy=4,ysix=1entoncesy=0.

5c¢) Observar los puntos verdes sobre la grafica.
5d) Los puntos ubicados en c) coinciden con las intersecciones de las graficasde y=2x—-2yy=x-2x+ 1.

5e) Las soluciones del sistema representan los puntos de interseccion de las graficas.
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Prueba de la unidad 1. Ecuaciones
Matemadtica, segundo afio de bachillerato
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccién: Sexo:[ | masculino /[_|femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadraticas.
a)3x*+47x*-16=0

Respuesta:

b) 4x*-12x*-5=0

Respuesta:

2. Resuelve las siguientes ecuaciones radicales.

a)V2x+1++x=5



b)Vx?—2x+10 +2x+1=0

1

1 1

3. Resuelve la ecuacion racional .

(o +

1) +x2—1 =x(x—1)'

Respuesta:

Respuesta:



Respuesta:

4. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones

4x—-y =7
-2x*+16x—y =25

Respuesta:

5. ¢Cuales valores de a determinan una solucidn Unica para el siguiente sistema de ecuaciones?

ax—-y =9
x*-y=0

Respuesta:




Descripcion de la prueba:

Esta prueba se desarrollard en 45 minutos y consta de 7 items, tomando cada literal como un item. Se in-

dica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema
donde esta el asterisco (*).
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Unidad 2. Linea recta

Competencia de la unidad

Deducir los conceptos sobre pendiente y ecuacion de una linea recta a partir de sus caracteristicas en
el plano cartesiano para utilizarlo en la determinacién de las posiciones relativas entre rectas y aplicarlo
en la resolucion de problemas y teoremas sobre geometria.

( Tercer ciclo )

Unidad 6: Proporcionalidad
directa e inversa (7°)

e Proporcionalidad directa

* Proporcionalidad inversa

e Aplicacidon de proporcionali-

dad

Unidad 3: Funcidn lineal (8°)

e Funciodn lineal

e Funcion lineal y ecuacién de
primer grado con dos incog-
nitas

e Aplicacion de la funcion li-
neal

Unidad 5: Figuras semejantes

(9°)

e Semejanza

e Semejanza de triangulos

e Semejanza y paralelismo

e Aplicacién de semejanza y
triangulos semejantes

l

Unidad 6: Teorema de Pitago-

ras (9°)

e Teorema de Pitagoras

e Aplicacién del teorema de
Pitagoras

Relacién y desarrollo
Primer afo de
bachillerato

Unidad 5: Resolucion de

triangulos oblicuangulos

* Razones trigonométricas
de angulos agudos

e Razones trigonométricas
de angulos no agudos

e Resolucion de triangulos
oblicuangulos

Segundo afio de
bachillerato

Unidad 2: Linea recta
e Puntos y segmentos
e Linearecta

e Posiciones relativas entre
rectas
e Practica en GeoGebra

Unidad 3: Secciones Conicas
e La pardbola

e La circunferencia

La elipse

La hipérbola

Practica en Geogebra
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Leccidon

Plan de estudio de la unidad

Horas

Clases

1 1. Distancia entre dos puntos
1 2. Division de un segmento en unarazén dada: recta numérica
1 3. Divisién de un segmento en una razén dada: plano carte-
1. Puntos y segmentos siano
1 4. Punto medio de un segmento
1 5. Aplicaciones
1 6. Practica lo aprendido
1 1. Pendiente y definicion de linea recta
1 2. Ecuacién de una recta: forma punto — pendiente
1 3. Ecuacion de una recta dados dos puntos
2. Linea recta
1 4. Rectas paralelas a los ejes coordenados
1 5. Forma general de la ecuacién de una recta
1 6. Practica lo aprendido
1 1 Interseccion de una recta con el eje x
1 2. Interseccion de una recta con el eje y
1 3. Interseccidn entre rectas
1 4, Rectas paralelas
3. Posiciones relativas entre .
1 5. Rectas perpendiculares
rectas
1 6. Distancia de un punto a una recta
1 7. Practica lo aprendido
1 8. Angulo de inclinacién de una recta
1 9. Angulo entre rectas

®




Leccién Horas Clases
1 10. Aplicaciones
1 11. Practica lo aprendido
1 12. Problemas de la unidad
1 1. Practica en GeoGebra: segmentos y ecuaciones de lineas
o rectas
4. Practica en GeoGebra
1 2. Practica en GeoGebra: posiciones relativas entre rectas
1 Prueba de la unidad 2

26 horas clase + prueba de la unidad 2
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Puntos esenciales de cada leccion

Leccion 1: Puntos y segmentos
Se estudia analiticamente las propiedades de un segmento en el plano cartesiano utilizando los concep-
tos de distancia, divisién de un segmento en una razén dada y punto medio.

Leccion 2: Linea recta
Se define la linea recta a partir del concepto de pendiente, se estudia como determinar la ecuacién de
una linea recta a partir de un punto y su pendiente o a partir de dos puntos dados, ademas de la forma
de las ecuaciones de las rectas paralelas a los ejes coordenados y por ultimo la forma general de la
ecuacion de una recta.

Leccion 3: Posiciones relativas entre rectas
Se determinan los interceptos entre rectas, se abordan las rectas paralelas y perpendiculares, la dis-
tancia de un punto a una recta, el angulo entre rectas y se estudian algunas aplicaciones geométricas.

Leccion 4: Practica en GeoGebra
Se graficardn en GeoGebra puntos, segmentos y rectas; se utilizaran las herramientas tales como punto
de interseccién, punto medio, angulo entre rectas, entre otras, para comprobar varios problemas desa-
rrollados a lo largo de la unidad.



Puntos y segmentos

1.1 Distancia entre dos puntos

Problema inicial
Calcula la distancia entre los puntos Ay B si:

Dado p un numero real, la notacién P(p) indica
que el punto P se encuentra en el valor p sobre la

a) A(-2) y B(3) estan sobre la recta numérica. recta numérica.

b) A(3, 4) y B(—1, 1) estan sobre el plano cartesiano.

Solucién
a) Sobre la recta numérica se colocan los puntos A y B, cuyos valores son =2 y 3 respectivamente (ver
figura); de acuerdo a esto la distancia entre ambos es 5:

Por lo tanto, la distancia entre Ay B es 5. Sin necesidad de la recta numérica, lo anterior también pue-
de calcularse restando del valor de B el valor de A:

AB=3-(-2)
=3+2
=5.

b) Sobre el plano cartesiano se colocan los puntos Ay B cuyas coordenadas Para ubicar un punto P(x,, ¥.)
son (3, 4) y (-1, 1) respectivamente (ver figura); la distancia entre Ay B en el plano cartesiano se situa

es igual a la longitud del segmento AB. la coordenada x, sobre el eje
Xx; a partir de esta se cuentan

las unidades correspondientes
a la coordenada y,, hacia arri-
ba si es positiva o hacia abajo
si es negativa (en ambos casos
en forma vertical).

Al formar el tridngulo rectangulo ABC y utilizando el teorema de Pitdgoras se obtiene:

AB? = BC? + CA? Por hablar de distancia, AB siempre
AB =m. sera mayor que cero.
La longitud del segmento BC es igual a calcular la distancia de —1 a 3 en el eje x, es decir:
BC=3-(-1)=4.
De igual forma, la longitud del segmento CA es igual a calcular la distancia de 1 a 4 en el eje y, es decir:
CA=4-1=3.

Se sustituyen BCy CA en AB = VBC? + CA? y se calcula el resultado:
D )
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AB =42 + 32
V16 +9
\ 25

5.

Por lo tanto, la distancia entre Ay B es 5.

Conclusion
La distancia entre dos puntos A y B se simboliza como d(A, B) y se define de la siguiente forma:

a) Si A(a) y B(b) estan sobre la recta numérica, entonces: |a=b|lindica elvalorab-
d(A,B)=|a-1b]. soluto de la resta a — b.

b) Si A(x,, y,) y B(x,, ,) estan sobre el plano cartesiano, entonces:
d(A, B) = \/ (xl_ xz)z + ()/l _yz)z-

Esta férmula para calcular d(A, B) cuando A y B son puntos sobre el plano cartesiano también se utiliza
si el segmento AB es paralelo a uno de los ejes de coordenadas.

Ejemplo

Para cada caso, calcula d(A, B) si:
a) A(-10) y B(6) b) A(-2,-1)y B(3, 2)

a) Como Ay B estdn sobre la recta numérica:

d(A, B)=|-10-6]| Si x es un numero real entonces el valor
= |-16| absoluto de x, denotado por |x| se defi-
=—(~16) ne de la siguiente forma:
=16 x, six=0

Por lo tanto, d(A, B) = 16. [x| = { % six<0

b) Ay B estan sobre el plano cartesiano, luego:

d(A, B) =~/ (-2 -3)2+ (-1 -2)2
J25+9
\34.

Por lo tanto, d(A, B) =V34.

*
Problemasv

Para cada caso, calcula la distancia entre los puntos Ay B, es decir, d(A, B):

a)A(3) y B(7) b) A(0) y B(6) c)A(-1)yB(1) d)A(=3) y B(-1)

e) A(-8) y B(0) f) A(=3) y B(-10) g) A7)y B(2) h) A(5)y B(-4)

i) A5, 6)yB(2,3) ) AB3,2)yB(-2,1) k) A4, 6) y B(-5, -3) ) A(7, 2) y B(1, -4)
m) A(-3,4)yB(1,3)  n)A(0,0)yB(4,-5) i) A(-5, 4) y B(2,-1) 0) A6, -2) y B(6, =5)

>



Indicador de logro:

1.1 Calcula la distancia entre dos puntos ubicados sobre la recta numérica o en el plano cartesiano.

El teorema de Pitagoras se estudidé en noveno gra-
do y serd util en esta clase para determinar la lon-
gitud de un segmento en el plano cartesiano. En
primer afio también se estudid la distancia entre
dos puntos del plano.

- AN

Solucién de problemas:

Propoésito:

En la Conclusidén se tienen dos férmulas para la
distancia, la segunda es suficiente para cualquier
par de puntos; sin embargo, la primera es util y
simplifica algunos cdlculos cuando los puntos es-
tan sobre una paralela a los ejes coordenados.

En los problemas de laaalah, Ay B estan sobre |la recta numérica.

a)d(A,B)=|3-7|=|-4|=—-(-4)=4
Por lo tanto, d(A, B) = 4.
c)d(A B)=[-1-1| = |-2|=-(-2)=2
Por lo tanto, d(A, B) = 2.
e)d(A,B)=|-8-0| =[-8 =—(-8)=8
Por lo tanto, d(A, B) = 8.
g)d(A,B)=7-2|=1|5]=5
Por lo tanto, d(A, B) = 5.

b) d(A,B)=10-6|=|-6| =—(-6)=6
Por lo tanto, d(A, B) = 6.
d)d(A,B)=[-3—(-1)| = |-2| =—(-2) =2
Por lo tanto, d(A, B) = 2.
f)d(A,B)=|-3-(-10)| = |7]| =7
Por lo tanto, d(A, B) = 7.
h) d(A,B)=|5—-(-4)| =19] =9
Por lo tanto, d(A, B) = 9.

En los problemas de laiala o, Ay B estan sobre el plano cartesiano.

i) d(A, B) = /(5-2)% + (6 —3)?
=342

Por lo tanto, d(A, B) = 3\/5.

k) d(A, B) =/ (4 (-5))? + (6 — (-3))?
=942

Por lo tanto, d(A, B) = 9\/5.

m) d(A, B)=+/(-3-1)%+ (4 -3)?
=/ (-4)+1?
=17

Por lo tanto, d(A, B) = V17.

i) d(A, B) = \/((-5) —2)2 + (4 — (-1))* =~/74
Por lo tanto, d(A, B) =\/ﬂ.

®

) d(A, B)=+/(3-(-2))2+(2-1)
=26

Por lo tanto, d(A, B) =/ 26.

) d(A, B)=~/(7-1)+(2—(-4))?
=/62+62
=642

Por lo tanto, d(A, B) = 6\/5.

n) d(A, B) =~/ (0—4)2 + (0 - (-5))?
=/ (-4)* +5?
a1

Por lo tanto, d(A, B) =V41.

0) d(A,B)=+/(6-6)+(-2—(-5))*=3
Por lo tanto, d(A, B) = 3.
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1.2 Division de un segmento en una razén dada: recta numeérica

Problema inicial
Sobre la recta numérica se han colocado dos puntos A(a) y B(b) como se muestra en la figura de abajo.

¢Cudl es el valor del punto P que divide al segmento AB en razén 2:3?

R N N dap) _ 2
} | J d(p,B) ~ 3
Ala) P(p) B(D)
Solucién
Si P divide al segmento AB en razén 2:3 entonces:
d(AP) _ 2
d(P,B) ~ 3

De la figura se deduce d(A,P)= |la—p| =p—-ayd(P,B)= |p—b| =b—p, pues p > ay b > p respectiva-
mente. Se sustituyen en lo anterior y se utiliza la propiedad fundamental de la proporciones:

p-a _ 2
b-p = 3
3(p-a) = 2(b-p)
3p-3a = 2b-2p
2p +3p = 3a+2b
(2+3)p = 3a+2b
_ 3a+2b
p = 2+3
Por lo tanto, el valor del punto P es 22 ; 26
En general
Dados dos puntos A(a) y B(b) sobre la recta numérica, el valor del punto P e .
P(p) que se encuentra sobre el segmento ABy lo divide en razén k:n es: / - \:
p = na + kb Ala) o) Sih)
k+n
Ejemplo

Dados A(—3) y B(5), encuentra el valor del punto P(p) que divide al segmento AB en razén 3:1.

Para este caso,a=-3,b =5,k =3y n=1. Luego:

_ 1(=3)+3(5)

b = 3+1

-3+15
4

12

4
=3.

Por lo tanto, el valor del punto P es 3.

>
Problemas.

1. Para cada caso encuentra el valor del punto P(p) que divide al segmento AB en la razén dada:
a) Razon 3:2, A(1) y B(6) b) Razén 2:5, A(—4) y B(3) c) Razon 1:4, A(0) y B(5)
d) Razén 2:3, A(—10) y B(0) e) Razon 3:4, A(-16) y B(-2) f) Razdn 1:3, A(-1) y B(7)

2. Sean A(-1) y B(b) dos puntos sobre la recta numérica. Si P(1) divide al segmento AB en razdn 4:5, ¢ cual
es el valor de b?

®




Indicador de logro:

1.2 Encuentra el valor del punto que divide un segmento sobre la recta numérica en una razén dada.

En séptimo grado se estudiaron las razones y pro-
porciones, en esta clase se aplicara para determi-
nar un punto que divide un segmento en otros dos
en una razén dada, esto se utilizara posteriormen-
te para calcular el punto medio de un segmento.

/

Solucién de problemas:

1la) Paraestecaso,a=1,b=6,k=3yn=2. Luego:
2(1)+3(6) _ 2+18 _ 20

3v2 5 54

p:

Por lo tanto, el valor del punto P es 4.

1c) Para este caso,a=0,b=5,k=1y n=4. Luego:

_40)+1(5 _5_
P=="73 _5_1'

Por lo tanto, el valor del punto P es 1.

le) Para este caso,a =-16,b=-2,k=3yn=4.

Luego: _4(-16)+3(-2) _-64-6_ 70
- 3+4 7 7

Por lo tanto, el valor del punto P es —10.

2.Comoa=-1,k=4,n=5y p=1, entonces,

_5(=1) +4(d) =—5+4b

1 4+5 9

7
Por lo tanto, el valor de b es >

=-10.

= 5+4b=9 = 4b=14 = b=14—4=

Posibles dificultades:

El uso de tres variables puede confundir a los estu-
diantes, por lo que se debe indicar que la respues-
ta al Problema inicial se escribe en términos de las
variables ay b.

\_ /

1b) Para este caso,a=-4,b=3,k=2yn=5. Luego:

_5(-4)+2(3) _-20+6 __14

2+5 7 7 =72

Por lo tanto, el valor del punto P es —2.

1d) Para este caso, a =-10, b=0,k=2y n = 3.

Luego: - 3(£10)+2(0) _ _30 _ _¢
- 2+3 C o5 T

Por lo tanto, el valor del punto P es —6.

1f) Para este caso,a=-1,b=7,k=1y n =3. Luego:

_3:=0)+1(7) _-3+7 _ 4

1+3 4 2~ L

p

Por lo tanto, el valor del punto P es 1.

z
>
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1.3 Division de un segmento en una razon dada: plano cartesiano*

Problema inicial

y
Dos puntos A(x,, y,) y B(x,, ,) se colocan en el ~ 8
plano cartesiano como se muestra en la figura de vt B(x, 3.)
la derecha. ¢ Cdmo encontrarias las coordenadas
del punto P(x, ) que esta sobre el segmento AB
y lo divide en razén 2:3?
vi
yl-- Y
Alxy, y,)
pa " ¥ + >X
0 X, X X,
A4
\
Solucién
y
N
y ESPECEEN - Se colocan sobre los ejes los puntos A,(x,, 0), P,(x, 0),
B, 37 B,(x,, 0), A,(0, y,), P,(0, ¥) y B,(O, y,) como se muestra
. en la figura de la izquierda y se trazan los segmentos
P AA,, PP,, BB, AA,, PP,y BB,.
Y 27 P
Los segmentos AA,, PP, y BB, son paralelos; por el
.4 A, X teorema sobre la proporcionalidad y el paralelismo:
L d(A,P) _ dAP) _ 2
< A, P, Bll S d(,B)  d(PB) ~ 3
X, x X,
A4
Utilizando lo visto en la clase anterior, la coordenada x del punto Teorema sobre la pro-
Pes: 3 + 2% porcionalidad y el pa- Ap \ 5
= 21+ 3 . ralelismo: si p y r son = :
rectas cortadas por
De manera similar se llega a que la coordenada y del punto P es: :\r/zsr ﬁ;icr:a;senf;:igés C F
y = 3%.+2, AB _ DE
2+3 BC  EF
Por lo tanto, P(M,M).
5 5
En general

Dados dos puntos A(x,, y,) y B(x,, ,) sobre el plano cartesiano, las coordenadas del punto P(x, y) que se
encuentra sobre el segmento AB y lo divide en razén k:n son:

(nx1+kxz ny1+kyz)
k+n  k+n )

*
Problemas.,,

Para cada caso encuentra las coordenadas del punto P(x, y) que divide al segmento AB en la razén dada:

a) Razdén 1:3, A(-5, 1) y B(3, -3) b) Razdn 3:4, A(-2,-10) y B(5, 4)
c) Razon 3:2, A(1, 8) y B(6, -2) d) Razoén 4:5, A(-2,-9) y B(7, 0)

®




Indicador de logro:

1.3 Encuentra las coordenadas del punto que divide un segmento en el plano cartesiano en una razén dada.

Ahora se aborda la division de un segmento cualquiera en el plano cartesiano, por lo que es necesario
utilizar el teorema sobre la proporcionalidad y el paralelismo que se estudié en noveno grado. Luego se
utilizard lo visto en la clase anterior, extendiendo la férmula encontrada para la recta numeérica al plano
cartesiano. Si la pista es insuficiente para resolver el problema el docente debera explicarlo.

Solucién de problemas:

a) Como A(-5, 1), B(3,-3), k=1y n =3, entonces

P(3(—5) +1(3) 3(1)+ 1(—3)) = P(-3,0).

1+3 ' 1+3

b) Como A(-2,-10), B(5, 4), k=3 y n =4, entonces

P(4(—2) +3(5) 4(-10) + 3(4)) = P(1, -4).

3+4 ' 3+4

c) Como A(1, 8), B(6,-2), k=3 y n =2, entonces
P(Z(l) +3(6) 2(8) + 3(—2)) - P(4, 2).

3+2 ' 3+2

d) Como A(-2,-9), B(7,0), k=4y n =5, entonces

5(=2) +4(7) 5(-9) +4(0)) _ -
P( 4+5 ' 4+5 )—P(Z, )

Sugerencia Metodoldgica



1.4 Punto medio de un segmento

Problema inicial
Encuentra el valor o coordenadas del punto medio del segmento AB si:

El punto medio divide al segmento

1. A(a) y B(b) estan sobre la recta numérica.
AB en razén 1:1.

2. A(x,, y,) ¥ B(x,, v,) estan sobre el plano cartesiano.

Solucién
Encontrar el punto medio equivale a encontrar el punto que divide al segmento AB en razoén 1:1, es decir,
k=1yn-=1.
1. El valor p del punto medio P se calcula:
la+1b _ a+b e e
P="T= 72" ' ' '
Ala) P(p) B(b)
Por lo tanto, el valor del punto medio P es -2 b
2. Las coordenadas (x, v) del punto medio P se calculan:
x = Ly, + 1x, y = 1y, + 1y,
1+1 1+1
- _ht% - Nt
2 2
Por lo tanto, las coordenadas del punto medio P son (%,%)
Conclusién
1. Si A(a) y B(b) son puntos sobre la recta numérica, entonces el valor del punto medio P(p) del segmento
AB es: a+b
p =] o

2

2. Si A(x,, y,) y B(x,, ¥,) son puntos sobre la recta numérica, entonces las coordenadas del punto medio P

del segmento AB son:
( X +x, Yty )

2 2

b d
Problemasv
1. Para cada caso, calcula el valor del punto medio P del segmento AB:

a) A(1) y B(7) b) A(0) y B(8) c) A(-2) y B(4) d) A(-4) y B(2)
e) A(-6) y B(-2) f) A7) y B(-3) g) A2) y B(3V2) h) A=V3) vy B(V2)

2. Para cada caso, calcula las coordenadas del punto medio P del segmento AB:

a) A(1,2) y B(3, 6) b) A(=6, 4) y B(0, -2) c) A(-4,-5) y B(2, 1)
d) A(1, 6) y B(4, 0) e) A(-5,-1) y B(3, 1) f)A(0,v2) yB(0,62)

@ )
®




Indicador de logro:

1.4 Determina el valor o las coordenadas del punto medio de un segmento.

Propoésito:

Con el Problema inicial se deduce la formula del
punto medio utilizando lo visto en las dos clases
anteriores y sabiendo que este punto divide al
segmento en razoén 1:1.

Ahora se deducen las férmulas del punto medio
de un segmento en la recta numéricay en el plano
cartesiano.

Solucién de problemas:

En el problema 1, los puntos estan sobre la recta numérica.

1a) A(1) y B(7) 1b) A(0) y B(8) 1c) A(-2) y B(4)
p=1;7=%=4 p=0;8=4 p=—22+4=1
1d) A(-4) y B(2) 1le) A(-6) y B(-2) 1f) A(=7) y B(=3)
=—42+z=_1 p=—62_—2=_4 p=—72—3=_5
1g) A(V2) y B(3V2) 1h) A(-V3)y B(2)
p=tE=20 p=—5
En el problema 2, los puntos estan sobre el plano cartesiano.
2a) A(1,2) y B(3, 6) 2b) A(-6, 4) y B(0, -2)
Punto medio: P(1 JZ' 3 2 JZ' 6) =P(2, 4). Punto medio: P(_62+ ° %) =P(-3,1).
2c) A(-4,-5)y B(2,1) 2d) A(1, 6) y B(4, 0)
Punto medio: P(_42+ 2, _52—+1) =P(-1,-2). Punto medio: P(1 er 45 er O) = P(%, 3).
2e) A(-5,-1) y B(3, 1) 2f) A(0,42) y B(0, 62)
Punto medio: P(_52+ 3, _12+ 1) =P(-1, 0). Punto medio: P(OZ—O,\EJrTeﬁ) = P<O' 72£)
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1.5 Aplicaciones

Problema inicial ~
Se colocan tres puntos A, By C en el plano cartesiano cuyas coordenadas se presentan en la figura:

A(1, 5)

vl

w

N

Demuestra que el triangulo ABC es isdsceles.

-

Solucién
Para que el AABC sea isdsceles debe tener dos lados de igual longitud. A simple vista los lados AB y CA pa-

recen cumplir esa condicidn. Se calcula la longitud del lado AB, que es igual a la distancia entre Ay B:

d(A, B)=~/[1-(-1)1 + [5 - (-1)P2

=1/4+36

De manera similar se calcula la longitud del lado CA, es decir, la distancia entre Cy A:
d(C,A)=+/(3-1)2+(-1-5)
- \J3+36
=/40
=2:/10

Luego, d(A, B) = d(C, A), es decir, el tridngulo ABC tiene dos lados de igual longitud: AB y CA. Por lo tanto,
el AABC es isdsceles.

b d
Problemas.

1. Demuestra que el triangulo formado por los puntos A(3, 3), B(-3,-3)y C (—3\/§, 3\/5) es equilatero.
2. Demuestra que el tridngulo formado por los puntos D(1, 4), E(-3, —2) y F(5, 1) es escaleno.
3. Demuestra que los puntos A(3, 7), B(-3, —1) y C(3, —1) forman un triangulo rectangulo.

Silos lados @, by ¢ de un tridangulo cumplen la relacidn
a* + b? = ¢?, entonces el triangulo es rectangulo.

e



Indicador de logro:

1.5 Resuelve problemas utilizando la distancia entre dos puntos y division de un segmento en una razén dada.

Se utilizan los conocimientos adquiridos en esta leccidn para resolver problemas geométricos. J

Solucién de problemas:

1. Para que el triangulo ABC sea equilatero, sus lados deben medir lo mismo. Es decir, las distancias d(A, B),
d(B, C) y d(A, C) deben ser iguales. Calculando las tres distancias:

¢ d(A,B)=/(3-(-3))7+(3-(-3)7=6+62=6/2,
o d(B, C)=/(-3+3+/3)2 + (-3 -3+/3)2= 19— 18~/3 +9(3) + 9 + 18+/3 + 9(3) =1/8(9) = 6/2,
o d(A, C)=/(3+33)*+(3-3/3)2=9+18+/3 +9(3) + 9183 +9(3) =+/8(9) = 6~/2.

Por lo tanto, el triangulo ABC es equilatero.

2. Para que el tridangulo sea escaleno, los tres lados deben tener distinta medida. Es decir, las distancias
d(D, E), d(E, F) y d(D, F) deben ser distintas. Calculando las tres distancias:

*d(D,E) =+/(1-(-3)7+ (4 (-2))? = \/4*+ 62 =1/52,
o d(E, F) =/ (-3 —5)2 + (-2 — 1)? =/ (-8)* + (-3)* =/73,
* d(F, D)= \/(1-57 +(4-1)= /(-4 + 3= 5.

Por lo tanto, el triangulo DEF es escaleno.

3. Por facilidad, se calcula AB?, BC?y AC%:
* AB?=[d(A, B)]* =(3+3)+(7+1)"=6 + 8 = 100.
® BC'=[d(B, O))* = (-3-3) + (-1 + 1) = (-6)" = 36.
® AC2=[d(A, C)]* =(3-3)2+(7+1)*=82=64.

Se observa que BC? + AC? = 36 + 64 = 100 = AB?. Por el reciproco del teorema de Pitagoras, el tridangulo
ABC es rectangulo.

El reciproco del teorema de Pitdgoras se
estudid en 9° grado.
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1.6 Practica lo aprendido \\

1. Para cada caso, calcula la distancia entre los puntos Ay B:

a) A(-9)y B(-1) b) A(0) y B(5)

<) A(—% ) v B(%) d) AN5) vy B(3v5)

e) A(=4,0) y B (5,-2) f) A(-1, 6) y B(3, -2)
g) A(%, 1) y B(%, 3) h) A-v2, -3) y B(0, 2)

2. La distancia entre dos puntos Ay B es d(A, B) =2+/13 . Si las coordenadas de A son (-2, 5) y las de B son
(x, 1), écudl es el valor de x?

3. La distancia entre dos puntos Ay B es d(A, B) = 2434 . Si las coordenadas de A son (-6, ¥) y las de B son
(4, 4), écudl es el valor de y?

4. Para cada caso, encuentra el valor del punto sobre el segmento AB que lo divide en la razén dada:
a) Razon 6:5, A(-10) y B(1) b) Razén 3:1, A(-2) y B(2)
¢) Razén 1:3, A(-6, 7) y B(2, 3) d) Razén 1:2, A(-4, 0) y B(11, 6)

5. Para cada caso, encuentra el punto medio del segmento AB:

a) A(-1) y B(3) b) A(~2v10)y B \10)
c) A0, 7) y B(4, -11) d) A(-5, -1.5) y B(3, 5.5)

6. ¢Cudl es la distancia entre un punto P(x,, y,) y el origen (0, 0)?
3 1
7. Encuentra las coordenadas del punto B, si el punto medio entre A(-1, 3) y B es P(T ;7) .

8. Los vértices de un tridngulo son A(2, 4), B(—2,-2) y C(4, 0). Si D y E son los puntos medios de los lados AB

y BC respectivamente, demuestra que DE = %AC.

9. El vértice A de un tridngulo ABC tiene coordenadas (-2, 4). Si los puntos medios de los lados AB y BC son
(-3, 1) y (1, O) respectivamente, écudles son las coordenadas de los vértices By C?

10. El vértice A de un cuadrado ABCD tiene coordenadas (-4, 4). Si los puntos medios de los lados AB, BC, y
CDson (-2, 0), (4, -2) y (6, 4) respectivamente, ¢ cuales son las coordenadas de B, Cy D?

\_ J

©



Indicador de logro:

1.6 Resuelve problemas correspondientes al calculo de distancias entre puntos y division de segmentos en
una razén dada.

Solucién de problemas:
1a)d(A,B)=|-9-(-1)| = |-8| =—(-8)=8  1b)d(A,B)=5 1c) d(A,B) =5 1d) d(A, B) = 2+/5
1e) d(A, B) =/ (-4 —-5)2+(0-(-2))2=+/85  1f)d(A,B)=4~/5 1g)d(A B)=2/2 1h)d(A B)=3+/3

2.d(A,B)=~/(-2-x)2+(5-1)2=2/13 = (-2-x)2+16=4(13) = x*+4x—32=0 = (x+8)(x—4)=

Por lo tanto, x=—8 0 x = 4.

3.d(A, B)=/(-6—4)2+(y—4)2=2~/34 = 100+ (y —4)2=4(34) = y*—8y—-20=0 = (y+2)(y—10) =
Por lo tanto, y=—2 o0y =10.

4a)p =4 4b)p =1 4C) P (—4, 6) 4d) P(]., 2)

5a)p=1 5b) p = _*@ 5¢) P(2, -2) 5d) P(~1, 2)

6. Sea O(0, 0) el origen del plano cartesiano. Entonces, d(P, O) =\/(x1 -0+ (y,—0)= \/xf +yi.

3+y

-1+x 3 1 .
=Y =5 De estas dos ecuaciones se

1+x 3+y
7. Sea B(x, y). Entonces( ) ) (2 2) Por tanto,

deduce que x =4y y =-2. Por lo tanto, B(4, -2).

8. Como Dy E son los puntos medios de AB y BC, respectivamente, se tiene que

2+(=2) 4+(-2)\_ 4+(=2) 0+(-2))\_ _
D( £2) 4+ )—D(O,l)yE( 2) 0+ )—E(l, 1).

Luego, DE = \/(O —1)2+(1-(-1))? =\/§. Por otra parte, AC = \/(2 —4)2+(4-0)2=~20= 2\/3.
Por lo tanto, DE =+/5 = %(2\/5) = %AC

9. Sean B(x,, ;) y C(x,, ,). El punto medio de AB es (-3, 1), entonces

o AC2,9)

+x; 4+

( 2 yl) (-3,1) = x,=-4yy, =-2. 3
2
1

§
N

Por tanto, B(—4, —2). Luego, el punto medio de BC es (1, 0), entonces

(_42+le - +y2) =(1,0) = x,=6yy,=2. BE VO’I/ASG >
-1
Por tanto, C(6, 2). B -2

W

10. Sean B(x, 1), C(x,, ¥,) y D(x3, y5) El punto medio de AB es (-2, 0), entonces

( 42+x1, 4+y1)_( -2,0) = x, =0y y, =—4. Por tanto, B(0, —4).
Luego, el punto medio de BC es (4, —2), entonces

(0‘;352, 4+yz) (4,-2) = x,=8yy,=0. Por tanto, C(8, 0).

Por ultimo, el punto medio de CD es (6, 4), entonces

(8+2x_=,' 0+y3) (6,4) = x,=4vyy,=8.Por tanto, D(4, 8).
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Linea recta

2.1 Pendiente y definicion de linea recta

Problema inicial

-
Con los puntos A(-2, —3), B(0, 1), C(1, 3) realiza lo siguiente: ~
1. Verifica que para cualquier pareja de puntos, el cociente % es constante.
2. Ubica los puntos en el plano cartesiano. ¢ Estan todos sobre una misma linea recta?
3. Dado un punto P(2, y), écudl debe ser el valor de y para que P se encuentre sobre la misma linea recta
que Ay B? )
Solucién
1. Las parejas posibles son Ay B, Ay C, By C. Para cada pareja se calcula el cociente y2:y1 :
A(-2,-3) y B(0, 1): A(-2,-3) y C(1, 3): B(0, 1) y C(1, 3):
¥~ _ 1-(3) Y= _ 3-(3) Yam)i _ 3-1
X, =X 0—(—2) X, =X, 1_(_2) X, =X 1-0
-4 -8 -2
T2 T3 T
= 2 = 2 = 2

Por lo tanto, para cualquier pareja de puntos el cociente % es constante.
2 1
2. Se ubican los puntos en el plano cartesiano como se muestra en la figura
de la derecha. Utilizando una regla se verifica que, en efecto, los tres se
encuentran sobre una misma linea recta.

3. De acuerdo a los numerales anteriores, para que P(2, y) se encuentre
sobre la misma linea recta que A(—-2, -3) y B(0, 1), el cociente yz—x1 debe

1

ser igual a 2 para cualesquiera pareja de puntos A, B o P. Basta con com-
probar que se cumple para By P:

y-1 _
2-0 =2
y=5

También puede utilizarse la grafica de 2 y deducir que el valor de y debe ser igual a 5 para que P(2, 5)
esté sobre la misma linea recta que A(-2, -3) y B(0, 1).
Definicién
Una linea recta es un conjunto de puntos tales que, al tomar dos de ellos

cualesquiera y diferentes A(x,, v,) y B(x,, ¥,), el valor del cociente zizzl es

Observa que

siempre constante. A dicho cociente se le llama pendiente de la recta y se Y=y =i=y) Y=Y,
denota por la letra m, es decir: X=X T —(x,—x,) N
Y>— Y1
m = .
%X, — %y

*
Problemas,

1. Para cada caso muestra que los puntos A, By C estan sobre la misma linea recta:

o) A3, 5), B(-1,-1) y ¢ (5. 5] d) A(-3,4),8(3 1) y C(3,0)

2. Sin graficar, justifica por qué los puntos D(-3, 1), E(1,-1)y F (%, —%) no estan sobre la misma linea recta.

21

®



Indicador de logro:

2.1 Identifica puntos sobre la misma linea recta utilizando el valor de su pendiente.

En tercer ciclo se estudié la funcidn lineal a partir de la proporcionalidad directa. Ahora se define la recta a
partir del concepto de pendiente, de esta forma sera facil deducir la ecuacidn de una linea recta posterior-
mente. Se inicia el estudio de la linea recta en el contexto de la geometria analitica.

Solucién de problemas:

Y=Y 0-(-3) Yo=Y _ 2-0 Yo=Y _ 3-1 Yo=Y 6-1
X,-x, = 3-0 X,—% ~ 5-3 X=X 0-(-4) X=X 6—(-4)
-3 -2 -2 - 3
3 T2 T4 ~ 10
= 1 = 1 = i _ 1
2 =3

Por lo tanto, A, B y C estdn sobre la misma recta. Por lo tanto, A, By C estdn sobre la misma recta.

1 3
1¢) A(=3, 5), B(=1, -1) y c(?, -5) 1d) A(-3, 4), 3(7, 1)y c(3,0)

A3, S)YB(L L) AR3S5)YC(3,-5)  AG3,4)vC(3,0 8(21)yce.0)
Y= - -1-5 Y=Y _ -5-5 Y= - 0-4 Y=Y, 0-1
X, =% -1- (—3) X, —X; T 1_ (_3) Xy =Xy 3- (_3) H = 3

-6 3 3—3
= 5 = -10 = -t =t
10 6 T3
= —3 3 2
10 2
=-10+= =-3 __2
=-10x 10
=-3
Por lo tanto, A, By C estdn sobre la misma recta. Por lo tanto, A, By C estdn sobre la misma recta.

2.D(-3, 1), E(1,-1)y F(% ‘i)

2
3 3
D(-3,1) y E(1,-1) E(1,-1)y F(?,—?)
Y.~ - -1-1
X, =X, 1—(_3) V.=V, _%_(_1)
-2 X, =Xy -
= T %_1
1
- _1 -2
= > = %
=1

Por lo tanto, A, By C no estan sobre la misma recta.
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2.2 Ecuacion de una recta: forma punto — pendiente*

Problema inicial
Demuestra que la ecuacion de la recta [ que pasa por un punto A(x,, y,) y tiene pendiente m es:

y=y,=m(x—ux,)

Solucién J

Sea P(x, y) un punto cualquiera sobre la recta [ diferente del punto A(x,, v,).

Por definicion de linea recta, m es constante; entonces: ’ P

m = Y=Y .
X=X,
Luego, v b=
1 IA
y_y1=m(x_x1)- //i > X

~

X, x
Por lo tanto, la ecuacién de larecta les: y —y, = m(x — x,). /
~

Definicién
La ecuacion de una recta [ con pendiente conocida m y un punto A(x,, ¥,) perteneciente a la recta es:
Y=y, =mx—x).
A esta ecuacidn se le llama forma punto — pendiente de la ecuacion de la recta; al despejar la variable y
en lo anterior se obtiene:
y=mx—mx, +Yy,
donde el coeficiente de la variable x es la pendiente de la recta y el valor de —mux, + y, es constante. Para
graficar la recta / conociendo el punto A(x,, y,) sobre ella y su ecuacién punto — pendiente se hace lo si-
guiente:
1. Sustituir un valor particular para x y encontrar el correspondiente valor en y.
2. Colocar sobre el plano cartesiano los puntos A(x,, v,) y el punto obtenido en el numeral 1; luego trazar
la recta que pasa por ambos puntos.

Ejemplo

Encuentra la ecuacion de la recta [ cuya pendiente es m =%y pasa por el punto A(-3, 2).

Se sustituyen los valores de m y (x,, ¥,) en la forma punto — pendiente:
1
y-2=3[x-(-3)]

y:%(x+3)+2

1 7

= — + —
Yy=3%*3

Para graficar la recta, se sustituye un valor particular para x en la ecuacién

anterior, por ejemplo x = 1, y se encuentra su correspondiente valor y:

1 7
==+ =—=4, € > X
y=gt7=4

Se colocan los puntos A(-=3, 2) y (1, 4) en el plano y se traza la recta que
pasa por ambos puntos, como muestra la figura de la derecha. v

*
Problemasv

Encuentra la ecuacién de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por A; grafica la recta para cada caso:

a) Pendiente m =2, A(6, 7) b) Pendiente m =1, A(-1, 0)
c) Pendiente m =-1, A(-2, 6) d) Pendiente m = %, A(1, 8)

®




Indicador de logro:

2.2 Determina la ecuacion y grafica una recta utilizando el valor de su pendiente y las coordenadas del punto

sobre ella.

En esta clase se dan dos condiciones minimas para
establecer la ecuacion de una linea recta: un pun-
to de esta y su pendiente; luego, para graficarla
bastara utilizar la ecuacion para determinar otro
punto de la grafica. Puede desarrollar el Problema
inicial si es muy dificil para los estudiantes.

Solucién de problemas:
a) Pendiente m =2, A(6, 7)
y—7=2(x—6)
y =2x-5
x=3,y=2(3)-5=1,(3,1)

Y
T A(6,7)

7
6
5
4
3
2
1

(&1>/

> X
1 2/3 4 5 6
N

"N

, ©

c) Pendiente m =-1, A(-2, 6)
y=6=-1[x~(-2)]

y=—x—-2+6
y =—x+4
x=0,y=-0+4=4,(0,4)
X
7
6
A(_216) 5
N (0, 4)
3\
1 \
<—2 -10] 1 2 3 4\>x

Propésito:

Con el Problema inicial, se deducira la forma pun-
to-pendiente de la recta a partir de la definicién
de la clase anterior, esta forma permite determi-
nar facilmente puntos de la recta determinando el
valor de y para un x dado.

AN S

b) Pendiente m =1, A(-1, 0)
y=0=1[x-(-1)]

y=x+1

x=1,y=1+1=2,(1,2)

Yy

6

5

4

3

L1, 2)
A(;l 0) / ]
Ao 12 3 4 Y

1
d) Pendiente m = > A(1, 8)

1
y-8=5(x-1)
11
y—Ex—E+8
= lxe
Y 2 2 x=_1,y=7, (_11 7)
Y LA, 8)
A
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2.3 Ecuacion de una recta dados dos puntos

Problema inicial
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(—1, —3) y B(2, 9) y graficala.

Solucién
Para utilizar la ecuacidn punto — pendiente es necesario encontrar la pendiente de la recta. Por definicién,

_9-(3) _
-
Se toman x, =—1, y, =3y se sustituyen los valores en la ecuacién punto — pendiente:

y=4x+1

y—(=3) = 4[x—(-1)] B(2,9)
También puedes utilizar las coordenadas
de B en la forma punto — pendiente y y+3= 4(x+1)

verificar que la ecuacién es la misma.

y=4x+1

Por lo tanto, la ecuacidon de la recta que pasa por los puntos A(-1, —=3) y
B(2,9) es y = 4x + 1. Para graficarla basta con colocar dos puntos pertene-
cientes a la recta (estos pueden ser los puntos Ay B dados en el enuncia-
do del problema) y trazar la linea como lo muestra la figura de la derecha:

Conclusién
La ecuacion de una recta [ que pasa por dos puntos conocidos A(x,, y,) y B(x,, ,), con x, # x;, es:

_ =yz_y1 _
y== oy -

Para graficar la recta [ se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano, luego se traza la recta que pasa
por ambos puntos. En general, para trazar la grafica de una linea recta / basta con ubicar dos puntos
pertenecientes a [/ y trazar la recta que pasa por ambos.

Ejemplo
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(—2, 4) y B(4, 1) y graficala.
Se sustituyen los valores de x,, ¥,, X,y ¥,: y
1 N
. 1-4 e y=-3x+3
y=4= o - (21 A2, 451
y= % (x+2)+4
1 ’ B(4, 1)
y=-35x +3 1 X

3 -2 -10 1 2 3 4 5
-1

La graficadey = —%x + 3 se muestra en la figura de la derecha.

*
Problemas,

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B; grafica la recta para cada caso:

a) A(-3,-1) y B(1,-5) b) A2, -2) y B(3, 1)
c) A(0,=5) y B(6, 4) d) A(0, 4) y B(12, -6)

7




Indicador de logro:

2.3 Determina la ecuacidn y grafica la recta que pasa por dos puntos conocidos.

Propésito:

Ahora se estudia la forma de la ecuacidn de la rec-
ta a partir de dos de sus puntos.

Para resolver el Problema inicial, se debe utilizar
la forma punto-pendiente. Para dibujar la recta es
suficiente utilizar los puntos proporcionados.

Solucién de problemas:

a) A(-3,-1) y B(1,-5) b) A(2,-2) y B(3, 1)
5 (-1 1-(-2
y- =225 - -3) y-1= 0 -3)
y=—(x+3)-1 y y=3(x-3)+1 y
y:—x—4 5 y=3x_8 5\ /
S A3 2 1o 1 0% 3 /
A(-3,-1) L 1 B(3,1)
i ‘(13 1 :/5 45 o X
c 811_5) o
A(2, 12)
4-(-5 6-4
y--5) ==z -0) y=4="2 (x-0)
9 -10
yzgx—s y y=fx+4
3 . B(6,/4) 5
y:;x_s R y=_€x+4 y
2 / o
) | A0, 4
oo
2 L N
} ol 2 4\\5 0 12 X
3 / - S
|/ _ AN
B(12, —6)
A(0, -5) -6
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2.4 Rectas paralelas a los ejes de coordenadas

Problema inicial
Para cada caso, grafica la recta que pasa por los puntos Ay B, y deduce su ecuacion:

a) A(1,2) y B(3, 2) b) A(1,-1)y B(1, 3)
Solucién
a) Se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano y se traza la linea J
recta como lo muestra la figura de la derecha; el resultado es una .
recta horizontal, o sea, paralela al eje x. Su ecuacion se encuentra
utilizando lo visto en la clase anterior: 3
- _ A(lé 2) . y=2
—9=27% (4 B(3,2
y=2 31 (x—-1) ) (3,2)
0
y=5=1)+2 ¢ J x
1 0 1 2 3 4
y=2 -1
Por lo tanto, la ecuacién de la recta es y = 2. v
9\/ x=1
b) Al colocar los puntos A(1, —1) y B(1, 3) en el plano cartesiano y trazar
la linea recta se obtiene una recta vertical, es decir, paralela al eje y. Si N
se calcula la pendiente de la misma se obtiene lo siguiente: 3 ¢B(1;3)
_3-(1)_4 2
M==T71 "0
1
Esto indica que la pendiente es indefinida. La primera coordenada de
los puntos sobre la recta es siempre constante e iguala 1 (noasila = o 1 2 3 a1 *
segunda coordenada), por lo tanto, la ecuaciéon de la recta es: x = 1. -1 AL, -1)
Conclusién
La ecuacién de una recta [ paralela a uno de los ejes de coordenadas es:
a) y =k, sila recta es paralela al eje x. El punto (0, k) pertenece a la recta /.
b) x = k, si la recta es paralela al eje y. El punto (k, 0) pertenece a la recta .
Ejemplo
Grafica las rectas y =—3 y x = =5. X5 »
2
Se ubican los puntos (0, —=3) y (-5, 0). Luego, se traza la recta: .
=20 > X

1. Paralela al eje x que pasa por (0, —3) en el caso de y = -3; E 2 3 5 1 ol 1
2. Paralela al eje y que pasa por (-5, 0) en el caso de x = 5. -1

=2

Ambas rectas se presentan en la figura de la derecha. (0, -3)

2

-4

W

»
Problemasv

1. Encuentrala ecuaciény graficala recta que pasa por el punto Ay es paralela a uno de los ejes de coordenadas:
a) A(0, 4) y es paralela al eje x. b) A(O, %) y es paralela al eje x.
c) A(5, 0) y es paralela al eje y. d) A(3,-1) y es paralela al eje y.

2. Demuestra que la pendiente de cualquier recta horizontal es igual a cero.

72




Indicador de logro:

2.4 Encuentra la ecuacion y grafica la recta paralela a uno de los ejes de coordenadas que pasa por un punto

dado.
Propésito:
Las formas de la ecuacién de la recta que se han En el problema inicial es posible deducir la ecua-
estudiado hasta ahora no consideran el caso en el cion de la recta horizontal utilizando las formas
cual la recta es vertical, ya que se habia estudia- ya estudiadas, en el caso de la recta vertical el
do como funcién, ahora se hace en el bloque de estudiante puede deducirla a partir de la grafica.
geometria analitica. En esta clase se estudian las
ecuaciones de las rectas verticales y horizontales.
A\ /
Solucién de problemas:
a) A(O, 4) y es paralela al eje x. b) A (0, %) y es paralela al eje x.
=4 -1
Y y=3
>
0,4 .
3 3
2 2
1
1 1 (O’ 5)
f -1 0 1 2 3 4 h X f -1 0 1 2 3 4 T
-1 =1
c) A(5, 0) y es paralela al eje y. d) A(3,-1) y es paralela al eje y.
x=5 x=3
y Y
4 4
3 3
2 2
1 1
, 5,0]
I o 1 2 3 4 i 5 ) < X
-1 -1 (3; —1) p

2. Sea k un numero real.
Para calcular la pendiente de la recta y = k basta tomar dos puntos sobre la recta,
estos puede ser (0, k) y (1, k).
k-k

Entonces m =7—5=0.
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2.5 Forma general de la ecuacion de una recta

Problema inicial

Grafica en un mismo plano cartesiano las siguientes ecuaciones: Despejay en los literales
a)2x—-3y+6=0 b)y+2=0 c)4x—24=0 a)yb)yxenelliteralc).
Solucién
a) Se despeja la variable y: b) Se despeja la variable y: c) Se despeja la variable x:
3y=2x+6 y=-2 Ax =24
2 x=6
= =X+ Il . s
y=3x+2 Esta tltima es la ecuacién Esta ltima es la ecuacion
Esta ultima es la ecuacion de una linea recta parale- de una linea recta parale-
de una linea recta, que la al eje x que pasa por el la al eje iy que pasa por el
pasa por los puntos (0, 2) punto (0, -2). punto (6, 0).
y (3, 4).
y x=6
En el literal a), para en- 7 y:%x+ 2
contrar los puntos (0, 2) y
(3, 4) se sustituyeron los 6
valoresx=0yx=3enla 5
ecuacion de la recta y se
encontraron sus respecti- 4
vos valores y=2yy=4. (3,4)
3
(0,2)
1
(6, 0) 3 x
2 4 o 1 2 3 4 5 6 7
-1
(Or _2) y = -2
=)
Definicion

La ecuacion de la forma ax + by + ¢ =0, donde a, b y ¢ son -

; . . La forma general de la ecuacién de una recta no es
numeros reales (a y b no pueden ser cero al mismo tiem- Gnica. Por ejemplo, las ecuaciones 2% — y + 1 = 0,
po), tiene por grafica una linea recta. —2x+y—-1=0y4x—2y+2=0 representan la
misma recta. Los coeficientes de la segunda son los
opuestos de los de la primera, y los coeficientes de

A esta ecuacidn se le llama forma general de la ecuacién
la tercera son el doble de los de la primera.

de una recta.

*
Problemas,w

1. Grafica, en un mismo plano cartesiano, las rectas representadas por las siguientes ecuaciones:
a)3x+y-5=0 b)x-2y-9=0 c)5y-5=0 d)2x+3=0

2. Escribe las siguientes ecuaciones de lineas rectas en su forma general (utiliza coeficientes enteros):
- El =3 —_3 -8
a)y-= 2x+4 b)y—5x+2 c)ys= c d)x—3

)

7




Indicador de logro:

2.5 Grafica lineas rectas cuya ecuacion es de la forma ax + by + ¢ = 0.

El estudiante debe comprender que todas las formas de la ecuacién de la recta se pueden escribir en la
forma general. Puede discutir las ventajas de la forma general y la forma punto-pendiente, posteriormen-
te se confirmara en la resolucién de problemas.

Solucién de problemas:
1a)3x+y-5=0
y=-3x+5
Puntos (0, 5), (1,2)

1c)5y-5=0
y=1
Puntos (0, 1)

2a) y=—2x+%
4y=—8x+5
8x+4y-5=0
2c) __5
V=%
6y =-5
6y+5=0

1b)x-2y-9=0
-2y=-x+9

1 9
Y373

Puntos (1,-4), (3,-3)

1d)2x+3=0
3
x==3
Punto (——, O)

Zb) y:%x+2
5y=3x+10
-3x+5y-10=0
2d) -8
* 3
3x=8
3x—8=0

y=-3x+5Y)

~

%)

N w B~

e

w N = o
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2.6 Practica lo aprendido \\

1. Para cada literal, determina (sin graficar) si los puntos A, By C se encuentran sobre la misma linea recta:
c) A(-1,-6), B(0, -2) y C(3, 3) d) A(-4, 8), B(2, 4) y C(20, -8)

2. Dados los puntos A(0, —3) y B(6, 4), écual debe ser el valor de x en C(x, 25) para que los puntos A, By C
estén sobre la misma linea recta?

3. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por el punto A;
graficalas en un solo plano:

a) Pendiente m = -4, A(-3, 5) b) Pendiente m =10, A(1, -1)

4
¢) Pendiente m = % A(0, 4) d) Pendiente m = % A(—z, —?)

A la ecuacidn de la recta escrita en la for-
ma y = mx + b se le conoce como forma

punto — intercepto.

4. Demuestra que la ecuacion de la recta que tiene pendiente
conocida m y pasa por el punto (0, b) es y = mx + b.

5. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y B; graficalas en un solo
plano cartesiano:
a) A(5,1) y B(6, -2) b) A(-4,-4) y B(2, 5)

c)A(%,O)yB(%,—%) d)A(o,O)yB(z,—lf)

6. Para cada literal encuentra la ecuacion de la recta paralela a uno de los ejes de coordenadas y pasa por
el punto A; graficalas en un solo plano cartesiano:

a) A(9, 0) y es paralela al eje y b) A(-5, 2) y es paralela al eje x

c) A(%, 5) y es paralela al eje y d) A(%, - %) y es paralela al eje x

7. Escribe las siguientes ecuaciones de lineas rectas en su forma general (utiliza coeficientes enteros):

4 1

a)y=4x+3 b)y—?x+€
2 X

C)y—4x—? d)y——?—l

8. Encuentra los valores de m y b en la ecuacién y = mx + b si la recta pasa por los puntos (-1, 0) y (3, 2).

7



Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes a la ecuacién de la linea recta.

Solucién de problemas:

1a) A(0,7)yB(2,3):  1b)A(-3,5), B(1, 2): 1c) A(-1, -6), B(0, -2): 1d) A(-4, 8), B(2, 4)

3-7 4 _, 2-5 _3__3 22-(6) _4_ , 48 A2
2-0 2~ 1-(-3) 4 4 0-(-1) 1~ 2-(-4) 6 3
A0, 7), C(3, 1): B(1, 2), C(5, -1): B(0, -2), C(1, 3): B(2, 4), C(20, -8):
1-7_6__, 1-2_3__3 3-(2) _5 _¢ 8-4_-12_ 2
3-0° 3 5-1 4 4 1-0 ~ 1~ 20-2° 18 ~ 3

A, By C estdn sobre A, By C estdn sobre

A, By C estdn sobre

A, By Cno estan so-

la misma recta.

la misma recta.

la misma recta.

bre la misma recta.

Y= 4—-(-3 7 y=-4x-7 y=10x-11
2. T = 6_(0’ =21 3a) y— 5= —4[x— (-3)] J
25-4 _ 7 y =—4x=7
x-6 6 3b) y—(-1)=10(x—-1)
21(6)=7(x—16) y =10x-11
21(6) _ ..
— ~Xx-6 3¢)y—4=+{(x0)
18=x—-6 1
x=24 y=gata
4\ 2
3d)y - (+2) = 2{x - (-2)] ‘
-2
Y =35% -2
=3
4.y-b=m(x—-0)entonces y = mx +b. .
5a) y=—3x+16 5h) y=§x+2 6a) x =9 6b) y =2 6c) x = = 6d) y =
x=9
3 3 __13 T
5c)y=_zx+§ 5d) y= g X :
3 4
Yy y=-3x+16  y=7x+2
T 13 £ 3
y3—=3x
8 * 2 y=2
7 1
6 CS 2 3 2 10 T 2 34 5 6 7 8 7 X
5 -1
4 -2
3 -3
2 -4 5
\ R )
AT S e 7a)dx-y+3=0 7b)8x—-6y+1=0
-1 7¢) 12x-3y-2=0 7d) x+5y+5=0
- 8. Evaluando los puntos (-1, 0) y (3, 2) en la ecuaciébn y=mx + b
_3 .
. setiene: |0=-m+b N m=1,b=l
d 2=3m+b 2 2

@
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Posiciones relativas entre rectas

3.1 Interseccion de una recta con el eje x

Problema inicial
En cada literal, encuentra las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje x:

a)y=3x+3 b)x+2y-2=0 Punto de interseccion se refiere al punto donde se cortan la
rectay el eje x en este caso.

Solucién
Sea A(x,, y,) el punto de interseccidn entre la recta y el eje x. En ambos casos, A se encuentra sobre el eje
x, por tanto su segunda coordenada (y,) es igual a cero y A(x;, 0).

a) Si el punto A(x,, 0) se encuentra sobre la recta, entonces satisface la ecuacion:
y=3x+3

Se sustituyen las coordenadas de A en la ecuacidn anterior y se despeja x;:

0=3x,+3
3x,=-3
x,=-1

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccion de la recta y = 3x + 3 con el eje x son A(-1, 0).

b) De forma similar al literal anterior, si el punto A(x,, 0) se encuentra sobre la recta entonces satisface
la ecuacion:
x+2y-2=0
Se sustituyen las coordenadas de A en la ecuacion anterior y se despeja x;:
x,+2(0)—-2=0
X, =2

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccién de la recta x + 2y —2 = 0 con el eje x son A(2, 0).

Conclusién

Dada una recta [, las coordenadas del punto de interseccién de la recta con el eje x son (x,, 0) donde el valor
de x, se calcula sustituyendo y =0y x = x, en la ecuacidn de la recta, y despejando el valor de x,.

*
Problemas.w
1. Para cada literal, encuentra las coordenadas del punto de interseccién de la recta con el eje x.

a)y=2x-2 b)y=—§+2 c)2x—3y+6=0
d)8x+3y+6=0 e)x=V2 f)ly=13

2. Dada una recta con ecuacion ax + by + ¢ = 0 que no es paralela a ningun eje de coordenadas. Demuestra
. .z . C
que las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje x son (— Py 0).

3. Sea [ una recta con ecuacién x = k. Demuestra que las coordenadas del punto de interserccién de [ con
el eje x son (k, 0).

4. Sea [ una recta paralela al eje x. ¢Existe un punto de interseccion entre la recta [ y el eje x? Justifica tu

respuesta.
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Indicador de logro:

3.1 Encuentra las coordenadas del punto de interseccién de una linea recta con el eje x.

Propésito:

En esta leccion se estudian las propiedades de la
recta iniciando, en esta clase, con la interseccion
con el eje x.

En los Problemas, el estudiante determinard el
punto de interseccién en las distintas formas de
la ecuacidén de la recta. Los problemas 2,3y 4
generalizan los resultados del problema 1.

Solucién de problemas:

la) 0=2x,-2 1b) o=—%+2 1c) 2x,-3(0) +6=0
2x, =2 0=-x,+4 2x,=-6
X, = 1 x, = 4 X, = -3
(11 0) (4, O) (_3: 0)
1d) 8x,+3(0)+6=0 le) x = \2 1f) Los puntos de la grafica de
8x, = —6 Y y =3 son de la forma (k, V3),
3 ! donde k es un nimero real, asi

la recta no interseca al eje x.

=2 (V2,0)
3
-z 9)
4 Otra solucidn: la recta es para-
lela al eje x por lo que no se
2.ax,+b(0)+c=0 intersecan.

ax, +c=0, cona#0yaque larecta no es paralela al eje x.

_ C
xl——a

. .y . C
Por lo tanto, el punto de interseccién del eje x con la recta es (—5, 0).

3. Los puntos de la recta x = k son de la forma (k, [) donde [ es un nimero real.
Un punto esta sobre el eje x si su segunda coordenada es cero.
Entonces el punto de interseccidn de la recta x = k con el eje x es el punto (k, 0).

4. Una recta paralela al eje x es de la forma y = [ y sus puntos son de la forma (k, [).
Un punto esta sobre el eje x si su segunda coordenada es cero.
Sil =0 entonces y = 0, esta recta es precisamente el eje x.
Sil # 0 entonces la recta y = [ no interseca al eje x.
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3.2 Interseccion de una recta con el eje y

Problema inicial
Utilizando las ecuaciones de las rectas del Problema inicial de la clase anterior, encuentra las coordenadas
del punto de interseccion de cada recta con el eje y.

Solucién
Sea B(x,, ,) el punto de interseccidn entre la recta y el eje y. En ambos casos, B se encuentra sobre el eje
&y, por tanto su primera coordenada (x,) es igual a ceroy B(0, y,).

a) Si el punto B(0, ,) se encuentra sobre la recta, entonces satisface y )
la ecuacién: y = 3x + 3. Se sustituyen las coordenadas de B en la Graficamente, la i)
ecuacion anterior y se encuentra y,: recta y = 3x + 3

7=30)+3 e
y,=3 los puntos (-1, 0) o1 X
y (0, 3). =t
Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccién de la d
recta y = 3x + 3 con el eje y son B(0, 3). - ~

~
J

b) De manera similar al literal anterior, si el punto B(0, y,) se encuen-

. L Y
tra sobre la recta entonces satisface la ecuacién: x + 2y — 2 = 0. | Graficamente, la ~
Se sustituyen las coordenadas de B en la ecuacidn anterior y se | rectax+2y-2=0 2
despeja , : corta a los ejes de | )
' 0+2y,-2=0 coordenadas  en oo
2y =2 los puntos (2, 0) y i
yi= (0,1). 1
Y= 1 . J

Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccion de la recta x + 2y —2 =0 con el eje y son B(0, 1).

Conclusién
Dada una recta /, las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje y son (0, y,), donde el
valor de y, se calcula sustituyendo y =y, y x = 0 en la ecuacidn de la recta, y despejando el valor de y,.

Si [ es paralela al eje x entonces su ecuacién es de la forma y = k y el punto de interseccién de la recta con
el eje y es (0, k). Si [ es paralela al eje y entonces no hay interseccion entre la recta y el eje y.

En general, a los puntos donde una linea recta corta a los ejes de coordenadas se les llaman interceptos con
los ejes. La linea recta puede tener a lo sumo dos interceptos (uno en cada eje).

*
Problemasm

1. Con las ecuaciones de las rectas dadas en el problema 1 de la clase anterior, encuentra las coordenadas
del punto de interseccién de cada recta con el eje y.

2. Para cada literal encuentra las coordenadas de los interceptos con los ejes:
a)2x—-3y—-6=0 b)dx+y+2=0

3. Sean p y @ numeros reales diferentes de cero. Demuestra que los interceptos con los ejes de la recta con
ecuacion % + % =1son (p,0)y (0, q). A esta ecuacion se le llama forma simétrica de la ecuacién de una
recta.

0z

®




Indicador de logro:

3.2 Encuentra las coordenadas del punto de interseccion de una linea recta con el eje y.

Ahora se estudia la interseccion de una recta con el eje y, el razonamiento a utilizar para determinar el
intercepto es andlogo al de la clase anterior.

Solucién de problemas:

1a) y,=2(0)-2

Y= -2
(OI _2)

1d) 8(0) +3y,+6=0

3y,=—6
Y= -2
(01 _2)

2a)2x-3y-6=0

Siy=0
2x,-3(0)-6=0
2x,=—6
x,=-3

Intercepto con el eje x (-3, 0).

2b)4x+y+2=0
Siy=0
4x,—(0)+2=0
4x,=-2
1
X, ==5

2
Intercepto con el eje x (—%, 0).

3. 422
p q
£+9=1
p q
x_q
p
X=p

Intercepto con el eje x (p, 0).

1b) Yy, = —g+ 2
Y,=2
(0, 2)

1e) Los puntos de la grafica de x =2 son 1f) y = \3
de la forma (V2, k), donde k es un y, =3
numero real, asi la recta no interseca ;

(\3,0)

al eje y.
Otra solucion: la recta es paralela al
eje y por lo que no se intersecan.

Six=0
2(0)-3y,-6=0
-3y,=6
y1=_2

Intercepto con el eje y (0, -2).

Six=0
4(0)+y,+2=0

= -2
Intercepto con el eje y (0, -2).

£+Z=1
p q
9+l=1
P q
Y1

q

y=q

Intercepto con el eje y (0, q).

=1

1c) 2(0) -3y, +6=0

-3y, =-6

Y,=2
(0,2)
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3.3 Interseccion entre rectas

Problema inicial
Encuentra las coordenadas del punto de interseccion entre las rectas con El punto de interseccion

ecuacionesy=—x+3y2x—3y+4=0 entre las rectas satisface
ambas ecuaciones.

Solucién
Sea P(x, y) el punto de interseccion entre ambas rectas. Esto indica que las coordenadas de P satisfacen

tanto la primera como la segunda ecuacién, y encontrar sus coordenadas equivale a resolver el sistema:

y=—-x+3 - (1)
2x-3y+4=0 - (2)
Se sustituye el valor de y de la ecuacién (1) en la ecuacidn (2) y se despeja la variable x:
s )\
2x-3(—x+3)+4=0 El punto donde se cortan las rectas
2x+3x=9-4 dey=—-x+3y2x—3y+4=0es
Sx=5 P(1,2).
x=1 yerendy 2%-3y+4=0
Se sustituye el valor de x en la ecuacidn (1): 2
y=-1+3=2 :I
-1 0
=1
Por lo tanto, las coordenadas del punto de interseccion entre las
_ J

rectas es P(1, 2).

Conclusién

Dadas dos lineas rectas, las coordenadas del punto de interseccién entre ambas (es decir, donde se cortan
las lineas) se encuentra resolviendo el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas formadas por
las ecuaciones de dichas rectas.

Si dos rectas diferentes se intersecan en un punto P este es Unico, es decir, no existe otro punto R diferente
a P donde las rectas se crucen o se corten.

*
Problemas.w

1. Encuentra las coordenadas del punto de interseccidn entre cada pareja de rectas cuyas ecuaciones son:

a)y=—-3x—-8y4x—-3y+15=0 b)x+y-2=0y2x-y+2=0
C)x+2y+6=0y4x+3y+4=0 d)2x+3y=4y4x—-y=8
e)y=x+1lyx=-2 f)3x—2y-5=0yy=2

2. Dadas dos rectas con ecuaciones ¥ = k, y x = k,, ¢cudles son las coordenadas del punto de interseccion
entre ambas rectas?

3. Dadas dos rectas con ecuaciones 10x—5y =10y 10x— 5y =—-25, ése cortan estas en algln punto? Verifica
graficamente tu respuesta.

o2




Indicador de logro:

3.3 Determina las coordenadas del punto de interseccion entre dos rectas.

Se determina el punto de interseccion entre dos rectas dadas, utilizando los métodos para resolver siste-
mas de dos ecuaciones con dos incégnitas que se estudiaron en tercer ciclo. Se verifica la utilidad de la
forma general en el planteamiento del sistema de ecuaciones.

Solucién de problemas:

1a) {y=—3x—8 —-(1) 1b) {x+y—2=0 -—-(1) 1c) {x+2y+6=0 -—-(1)
4x—-3y+15=0 ----(2) 2x=y+2=0 ---(2) A4x+3y+4=0 ----(2)

Sustituyendo (1) en (2): Sumando (1) y (2) se tiene Despejando x en (1):
4x-3(-3x—-8)+2=0 3x = 0 entonces x = 0. x=-2y-6.
4x+9x+26=0 Sustituyendo en (1), Sustituyendo en (2):
13x=-26 0+y-2=0 4(-2y-6)+3y+4=0
x=-2 y=2 -8y-24+3y+4=0
Entonces y =—3(-2) -8 =-2. Punto de interseccion: —5y =20
Punto de interseccién: (0, 2). y=—4
(—=2,-2).

Entonces x =—2(—4) -6 = 2.
Punto de interseccién y (2, —4).

1d) (2x+3y=4 ----(1) le) (y=x+1 ---(1) 1f) [3x-2y-5=0 (1)
Ax—y=8 -—(2) x=-2 - (2) y=2 —-(2)
Punto de interseccion: Punto de interseccion: Punto de interseccion:
y (21 0) (_21 _1) (31 2)
2. [y=k ..(1) Ambas rectas pasan por el punto (k,, k,),
x=k ..(2) por lo tanto su punto de interseccion es (k,, k,).
3. Silas rectas tienen punto de interseccidn, debe tener solu-
cion el sistema de ecuaciones: J 10x-5y=-25 10x-5y=10
7
10x-5y=10 ---(1) Puntos para 10x — 5y =-25 .
10x — 5y = =25 - (2) (0,5)y(1,7) 5
/¥
Restando (2) de (1) se tiene:
0=35. Puntos para 10x -5y = 10 3
Y esto no es cierto, por lo que (1,0)y(22) / . /
el sistema no tiene soluciony L )
por lo tanto, las rectas no se El método de solucién utilizado —47/_2 T° / A
cortan en ningun punto. se conoce como reduccién al 2
absurdo.
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3.4 Rectas paralelas

Problema inicial

Dadas las rectas con ecuaciones y =2x+3yy=2x—5: Si la ecuacién de una recta esta escrita en
laformay = mx + b entonces el coeficiente
1. éCuadl es el valor de la pendiente en cada recta? de la variable x es la pendiente de la recta.

2. éSe cortan las rectas en algun punto? Justifica tu respuesta.
3. Grafica ambas rectas en un mismo plano cartesiano. ¢ Cémo son, una con respecto a la otra?

Solucién
1. Las ecuaciones de las rectas estan escritas en la forma y = mx + b, por tanto la pendiente de ambas rectas
esigual a 2.

2. Para saber si se cortan las rectas debe resolverse el sistema:

y=2x+3 e (1)
{y =2x=5  seemeeeee- (2)
Pero este sistema no tiene solucidn, ya que al sustituir (1) en (2) resulta:
2x+3=2x-5
2x—-2x=-3-5
0=-8

o o Yy y=2x+3 y=2x-5
Esto indica que las rectas NO se cortan en ningun punto. T

3. Las graficas de ambas rectas se presentan en la figura de la A
derecha. Como las rectas no se cortan en ningln punto, esto
indica entonces que son paralelas.

Dos rectas son paralelas si, aunque se prolonguen, 1
guardan la misma distancia entre si.

~

Teorema
Dos (o mas) lineas rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. Esto quiere decir
que si dos (o mas) rectas son paralelas entonces tienen la misma pendiente y viceversa.

Ejemplo

Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y es paralelaa 2x+y—-1=0.

Se despejay en 2x +y —1 =0 para encontrar el valor de la pendiente: y =—=2x + 1; luego, m =-2. Como la
recta pasa por A(1, 3), se utiliza la forma punto — pendiente de la ecuacidn de una recta:
y—3=-2(x—-1)
y=—2x+5
Por lo tanto, la ecuacién de la recta que pasa por A(1, 3)yes paralelaa2x+y—-1=0esy=-2x+5.

*
Problemasv

1. Determina si las siguientes parejas de rectas son paralelas:

a)y=—4x+7;y=—4x+16 b)3x—2y+3=0;6x-4y—-9=0 c)x—-2y+5=0;x-3y=0
2. Para cada literal, encuentra la ecuacion de la recta paralela a la recta dada y que pasa por el punto A:

a)2x—y=0;A(4,0) b)x+3y-5=0; A(3, 4)

¢)y=5;A(0,-1) d)x=1;A(3,-2)

©




Indicador de logro:

3.4 Verifica el paralelismo entre rectas a partir del valor de sus pendientes.

En la leccidn 2 se estudiaron las rectas paralelas
a los ejes coordenados, estas deben tenerse pre-
sentes en la resolucidon de problemas. Para esta
clase se relaciona el paralelismo de dos rectas
con sus pendientes.

N

Solucién de problemas:

/

Propésito:

Con el Problema se establece la relacion entre
la pendiente de una recta y las rectas paralelas
a esta, ademas se establece analiticamente que
estas rectas no se cortan en un punto por medio
del sistema de ecuaciones formado por las ecua-
ciones de la rectas, el cual no tienen solucién.

la) y=—4x+7;y=—4x+ 16, son paralelas pues la pendiente de ambas es —4.

1b)3x-2y+3=0;6x-4y-9=0
Se escribenenlaformay=mx+b
3 .3 3.9
YEFTPYEINTY

Ic)x-2y+5=0;x-3y=0

. 15
Se escribenen laformay=mx+b:y= X+ Y=

son paralelas pues la pendiente de ambas es

No son paralelas pues tienen pendientes distintas.

23)2x-y=0=>y=2x=>m=2yA(4,0)
Utilizando la forma punto-pendiente
y—0=2(x—-4).
Por lo tanto, la recta es y = 2x — 8.

2c)y=5=m=0yA(0,-1).
Utilizando la forma punto-pendiente
y—(-1)=0(x-0).
Por lo tanto, la recta es y =—1.

N /
E.
L
3X-
1.5 1
2b)x+3y-5=0=>y=-3x+3=>m=-3yA(_3,4)

Utilizando la forma punto-pendiente
1
y—4=-3(x-3).

1
Por lo tanto, larectaesy = —3%+5.

2d) x = 1, es una recta vertical.
Asi una recta paralela a esta debe ser vertical y
pasar por el punto A(3, -2).
Por lo tanto, la recta es x = 3.

Sugerencia Metodoldgica
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3.5 Rectas perpendiculares*

Problema inicial
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el origen y ademas es perpendicular a la recta con ecuacion:
y=3x.
¢Cual es la relacidn entre las pendientes de ambas rectas?

Solucién
La ecuacidn buscada es de la forma y = mx, ya que pasa por el origen; sea P(x, y) un punto cualquiera sobre
ella. El punto A(1, 3) pertenece a y = 3x pues sus coordenadas satisfacen la ecuacion.

Si O es el origen entonces el triangulo POA es rectangulo (las rectas X
son perpendiculares). Por el teorema de Pitagoras: 3 A(1, 3)
d(Pr A)2 = d(PI 0)2 + d(ol A)Z '/
En la ecuacion anterior: d(P, A)? = (x — 1)+ (y —3)?, d(P, O)? = 22 + y?y //
d(0, A)? = 12 + 32 Se sustituyen los valores y se despeja ¥ en términos Plx, y -
de x: >
(x—1)2+(y—3)=(x*+y*) +(1+9)
-2+ X +y -6y + 9= +52 + 1 +9
-2x—-6y=0
-1
y - 3 X +

Por lo tanto, la ecuacion de la recta perpendicular a y = 3x que pasa por el origen es: y = —%x. Al comparar
las pendientes de ambas rectas, que son 3 y—% respectivamente, se observa que el resultado del producto
de ellas es igual a —1.

Teorema
Dos rectas no verticales con pendientes m, y m,respectivamente son perpendiculares siy solo si el producto

de sus pendiente es igual a—1, o sea:
m,m,=-1

Esto quiere decir que, si dos rectas son perpendiculares entonces el producto de sus pendientes es igual a
—1y viceversa.

Ejemplo
Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y es perpendiculara2x+y—-1=0.

Al despejar y en 2x +y —1 =0 se obtiene y = —2x + 1; luego, m, = —2. Si m, es la pendiente de la recta bus-
cada entonces debe cumplir m,m, = —1; se sustituye m, y se despeja m,:

-2m,=-1 = m2=%

Por tanto, la ecuacion de la recta perpendicular a 2x + y—1 =0 que pasa por A(1, 3) es y =%x + %

b d
Problemas.
1. Determina si las siguientes parejas de rectas son perpendiculares:

x 4 3
ajy=-2xy y=— b)y=—xy y=-—x
c)x-y+2=0 y 3x+2y+6=0 d)x—2y+2=0y 2x+y-6=0

2. Para cada caso encuentra la ecuacion de la recta perpendicular a la recta dada que pasa por el punto P:

a)y=x;P(3,3) b)y=-2x+5;P(-4,3)
c)x—4y+4=0;P(-1,5) dy=1;P(1,-1)
N @ J

®




Indicador de logro:

3.5 Verifica perpendicularidad entre rectas utilizando sus pendientes.

Se determina la recta perpendicular a otra estu-
diando el caso particular en el que la recta pasa
por el origen. El Problema inicial requiere el uso
de la férmula de la distancia y utilizar algin punto
de la grafica, si esto es muy dificil para los estu-
diantes el docente debe resolver este problema.

\_ W,
Solucién de problemas:
X
la)y=-2xyy=7
m,==2 m,= %

m,m,= —2(—) =-1

Son perpendiculares.

Ic)y=x+2 yy=—%x—3

m,=1 m,=-—

3
2

3 3
mm,= 1(—5) = _E

No son perpendiculares.

2a)y=x;P(3,3);m,=1

mm,=-1
1(m,) =-1
m,=-1
y—=3=—(x-3)
y=-x+6

20)y=3+1;P(-1,5); m, =5

4
mm,=-1
1
Z(mz) =-1
m,=-4
y=5=-4[x-(-1)]
y=—4x+1

Propésito:

Al resolver el Problema inicial se establece la re-
lacion entre las pendientes de dos rectas que son
perpendiculares. Si se vuelve complicado plan-
tear la solucién, el docente debe intervenir. Los
casos en los que una de las rectas es vertical u
horizontal se aborda en los Problemas.

\_ /
4
b)y=3xy y=—73
4 3
m1—§ mz——z
4( 3
s

Son perpendiculares.

1d)y=§+1 y y=—-2x+6
m1=% m,=-2

m,m,= %(—2) =-1

Son perpendiculares.

2b) y=-2x+5;P(-4,3);, m,=-2
m,m,=-1

_z(mz) =-1
1
m,= E
1
y=3=3[x=(-4)]
y= %x +5
2d) y = 1 es una recta horizontal.
Una recta perpendicular a esta debe ser vertical,
ademas debe pasar por P(1, —1).
Entonces la recta es x = 1.
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3.6 Distancia de un punto a una recta
Teorema
Dada una recta / con ecuacién ax + by + ¢ = 0y P(x,, ,) un punto que no pertenece a /, la distancia desde

P alarecta [ se denota por d(P, [) y:

ax,+ by, +c
dip, 1) = 122l

Ejemplo

Para cada caso, encuentra la distancia del punto P a la recta [:
a)l:2x-y+1=0vy P(2,0) b)l:3x+2y—9=0y P(2,-2)

X 8
c) l-y——3 +3 v P(0,5)
a) Se sustituyen los valores:a=2,b=-1,¢=1,x,=2yy,=0:

Si I, es la recta perpendicular a [
dpp )= 12(2) + (F1)(0) + 1| que pasa por P y R es el punto de
V22 + (-1) interseccién entre [ y I, entonces,
_ 14+0+1] calcular d(P, I) equivale a encontrar
Na+1 d(P, R).
Y
_ s l A
Vs P
_ 5 \ I//
Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es /5. ¢ N : > X
b) Se sustituyen los valores:a=3,b=2,¢=-9,x,=2yy,=-2:
[3(2) + (2)(=2) + (-9)| _
dpp )=
_16-4-9]
N9+ 4
- 7 - 7N13
Vi3 13

Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es ’

13
13

c) Primero debe escribirse la ecuacion de la recta en la forma ax + by + ¢ = 0. Al multiplicar toda la ecua-
ciéon por 3 resulta: Jy=x+8
x—3y+8=0
Luego se sustituyen los valores: a=1,b=-3,¢=8,x,=0yy,=5:

[1(0) + (=3)(5) + 8|
A=y
_ |0—-15+ 8|
V1i+9
770

= N0 0

Por lo tanto, la distancia desde P a la recta [ es 7 1%) .

*
Problemas.

1. Encuentra la distancia del punto P a la recta [:
a)l:x+3y—-3=0vy P(1,-1)

b)l:2x+y—-4=0vy P(0, 3)
c) l:y=%x y P(1,-2)

d) Z:y=%+1 y P(3,-3)

2. Demuestra que la distancia del origen alarecta l: ax+ by +c=0es lel .
q & Y Ny




Indicador de logro:

3.6 Calcula la distancia de un punto a una recta.

En esta clase se utiliza la formula de la distancia
de un punto a una recta. El estudiante debe com-
prender qué longitud es la que calcula al utilizar
la formula.

Solucién de problemas:

1la)l:x+3y-3=0vy P(1,-1)

d(p, 1) = 223

|-5

g

1c) :3x-4y=0vy P(1,-2)

_ 13(1) -4(=2)|
AP D)= g

1

[any

SI= m|

2. d(p,1)= 12000 el

Propésito:

No se deduce la formula de la distancia, por ser
un problema extenso en resolver, sin embargo
se espera que el estudiante sea capaz de utilizar
adecuadamente la férmula.

1b)l:2x+y—-4=0y P(0, 3)
d(p, ) = 20224

- 1=t
-5
-5
5

1d)l:x-5y+5=0 vy P(3,-3)

_ [3-5(=3) +5]
0= ey

_ 1231

- V26

_ 23V2%6
26

Puede revisar la demostracién de la formula en:
https://youtu.be/P740MiWj2GU
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3.7 Practica lo aprendido

. Encuentra las coordenadas de los interceptos de cada recta con los ejes:

a)y=2x b)5x+2y+10=0
c)y=%—l dy=-8x+4
e)y=3 flx=—4

. Encuentra las coordenadas del punto de interseccion entre cada pareja de rectas:

a)x+y-2=0;4x-y+7=0 b)y=—x; 3x+y—6=0
c)x+2y+2=0; y=2x+9 djx-y-1=0; y=3
e)3x—y+3=0; 9x+7y—-4=0 f)y=—5;x=%

. Determina si cada pareja de rectas son paralelas o perpendiculares:

a)y=3x-5; y=3x b)y=%+1;x—4y+2=0
c)y=—-3x-2; x-3y+1=0 dy=-2;x=1

. Encuentra la ecuacién de la recta paralela a la recta [ que pasa por el punto A:

a)l:y=-2x+5; A(-2,-3) b)l:y=3x+4 ; A(5,-1)

. Encuentra la ecuacion de la recta perpendicular a la recta [ que pasa por el punto A:

a)l:y=-5x-1; A(10, 1) b)l:3x—4y+8=0 ; A(-6,0)

. Dos rectas [, y [, se intersecan en el punto (-4, 4). Si [, pasa por (0, 12) y es perpendicular a [,, i cudles son

las ecuaciones de ambas rectas?

. Sea [ la recta con ecuacién 5x — 2y = 0. Determina los valores de ay b  Existen infinitas rectas paralelas y

para que larectaax+ by +c=0: perpendiculares a [: 5x — 2y = 0;
. basta con encontrar un par de va-
a) Sea paralela a la recta /. b) Sea perpendicular alarecta l.  |ores paraay b en cada literal.

. Sea [ la recta con ecuaciéon x — 3y — 6 = 0. Determina el valor de a en la recta con ecuacién

ax + (a—4)y + c=0 para que:

a) Sea paralela a la recta . b) Sea perpendicular a la recta /.

. Para cada caso, encuentra la distancia del punto P a la recta [:

a)P(4,-9); l:x+4y-2=0 b)P(8,5); l:y=x
c)P(0,-3); l: y=—2x d)P(3,1); l: x=-3

®




Indicador de logro:

3.7 Resuelve problemas correspondientes a posiciones relativas entre rectas.

Solucién de problemas:
la)y=2x

Intercepto en el eje x
0=2x=>x=0
(0, 0) y es también el intercepto con eje y.

Ic)y = % —1 Intercepto en el eje x (6, 0).
Intercepto en el eje y (0, —1).

1d) y=—-8x+4 Intercepto en el eje x (%, 0).

Intercepto en el eje y (0, 4).

le)y=3
No tiene intercepto en el eje x.
Intercepto en el eje y (0, 3).

1b)5x+2y+10=0
Intercepto en el eje x
5x+2(0)+10=0
>x=-2
Por lo tanto, el intercepto en el eje y es (-2, 0).

Intercepto en el eje y
5(0)+2y+10=0
=>y=-5
Por lo tanto, el intercepto en el eje x es (0, —=5).

1f) x=-4
Intercepto en el eje x (—4, 0).
No tiene intercepto en el eje y.

(1)

2a) {x+y—2=0

Sumando (1) y (2) se tiene
55+5=0
x=-1
Sustituyendo en (1)
-1+y-2=0
y=3
Punto de interseccion
(-1, 3).

2d)x-y-1=0; y=3
Punto de interseccion (4, 3).

3a)y=3x-5; y=3x
m,=m,=3
Son paralelas.

3c)y=—3x-2; x-3y+1=0

x=3y+1=0 —> y=§+%
1

m,m,==3(3) =

Son perpendiculares.

-1

2b) {y=—x

3x+y-6=0

Sustituyendo (1) en (2)

2c) {x+2y+2=0

y=2x+9
Sustituyendo (2) en (1):

3x—x—6=0 x+2(2x+9)+2=0
x=3 x=-4
Sustituyendo en (1): Sustituyendo en (2):
y=-3 y=2(-4)+9
Punto de interseccién y=1
(3,-3). Punto de interseccion
(_41 1)
2e)3x-y+3=0; 9x+7y—-4=0 2f)y=-5; x= -
. . 17 13 . 4 (1
Punto de interseccion (—%, E)' Punto de interseccion (7’ -5 )
3b)y=%+1; x—4y+2=0
x—dy+2=0—> y=241
42
1
m,=m,= "
Son paralelas.
Yy
3d)y=-2; x=1 T
2
Son perpendiculares. .
¥ 0 2 3 4 5 X
-1
0

@
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4a) [: y=-2x+5; A(-2,-3) 4b) [: y =3x+4; A(5,-1)

m=-2 m=3
y=(=3)==2[x~(-2)] y=(-1)=3(x-5)
y=-2x-17 y=3x-16
5a) [: y=—5x-1; A(10, 1) 5b) [:3x—4y+8=0; A(-6,0)
m,=-5 3x—4y+8=0 —>y=%x+2
mm,=-1 3
-5m,=-1 m,=,= m,m,=-1
-1 3
m,=<¢ Zmzz_l
=1 =2
y—1-5(x 10) m,=-3
1. 4
y=gx-1 y=0=—3[x—(-6)]
y=—%x—8

6. La recta [, pasa por (-4, 4) y por (0, 12), entonces se utiliza la ecuacidn de la recta dados dos puntos:

12-4
0—(-4)

y—-12= (x-=0)

Por lo tanto /,: y= 2x + 12. Luego, [, es perpendicular a /, con pendiente m, = 2 y pasa por el punto (-4, 4).

. 1
Sea m, la pendiente de [, entonces m,m, = -1 entonces m, =—=

>
Se utiliza la forma punto-pendiente:
1
y=4=—3lx—(-4)]
-1
y= 2x+2
5
7.56-2y=0 —> y=3x ax+by+c=0 —b y:—%x—%
7a) Se debe cumplir—%=%basta tomara=5y b=-2.
7b) Se debe cumplir %(—%) =-1 entonces% = % basta tomara =2y b =5. Elvalor de ¢ puede ser cualquier
numero real.
1
8. x—3y—6=0—>y=§x—2 ax+(a-4)y+c=0 __, y=4ilax+4fa
8a) ﬁ:%:>3a=4—a:>4a=4:>a=1
8b) _a (1)__ a_ __ - 39 — _ _
(Y)=-12 5% =-15a=3a-1252a=120a=6
9a)P(4,-9); l:x+4y-2=0 9b) P(8,5); l:x—y =0
_|4+4(-9)-2| _ |-34] _ _ I18-5] _ 3] _3V2
dp )= S = N =27 U e R
9¢c) P(0,-3); I:2x+y=0 9d) P(3,1); l:x+3=0
_1200+(=3)] _ |-3] _3V5 _13+3] _

@



3.8 Angulo de inclinacién de una recta

Problema inicial ¥ ~N
B Dada la recta [: y =3x— 6, ¢cudl es la medida del dngulo 6 que va desde el eje x 63 1
positivo hacia la recta? Aproxima hasta las décimas. 4
3
2
Forma el triangulo rectangulo APB con los puntos A(2, 0), 1 6
P(3, 0) y B(3, 3) y utiliza razones trigonométricas en un ¢ > X
tridngulo rectédngulo. 1 _(1) 1 Pt
-2
L i Y,
Solucién

Los puntos A(2, 0) y B(3, 3) pertenecen a la recta /; se toma también el punto
P(3, 0) sobre el eje x formandose el tridngulo rectangulo APB como se muestra en
la figura. Utilizando las razones trigonométricas en un tridangulo rectangulo:

_PB
tan A= AP

Nétese que la medida del dngulo 6 es igual a la medida del dngulo cuyo vértice es
Ay el cociente % corresponde al valor de la pendiente de la recta /, o sea 3. Luego:
tanf=3
6 =tan™(3)
=71.6°

Por lo tanto, la medida del angulo 6 es aproximadamente 71.6°.
Definicion
Dada una recta /, se llama angulo de inclinacién de la recta [ al formado por el eje x positivo y la recta (en

sentido antihorario). Si m es la pendiente de la recta / y 0 su dngulo de inclinacién entonces:
0°<60<180°y tan 0 =m.

Ejemplo

f Calcula el angulo de inclinacién de la recta I: x + 2y + 1 = 0 (aproxima hasta las décimas).

Se escribe la ecuacidon de larectaenlaformay=mux+ b paraencontrar la pendiente:

2y=—-x-1
y== lx_ 1 Si al calcular tan‘l(—%) en la calculadora obtuvis-
2 2 te —26.6°, este es el angulo medido desde el eje x
L 1 positivo hacia la recta en sentido horario. Como el
Uuego, m = 2 v: tan 6 =— 1 angulo de inclinacién debe ser en sentido antiho-
1 rario basta con sumar al resultado anterior 180° ya
0 =tan™ (— 3) que tan 6 = tan(6 + 180°).
= 153.4°

Por lo tanto, el angulo de inclinacién de /: x + 2y + 1 = 0 es aproximadamente 153.4°.

b d
Problemasw
f= Calcula el angulo de inclinacion de las siguientes rectas (aproxima hasta las décimas):

a)y=2x+7 b)y=-x+1 c)x—-2y+4=0
d)5x+3y-20=0 e)x+1=0 fly—-1=0

\@ J
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Indicador de logro:

3.8 Calcula el angulo de inclinacion de una recta utilizando su pendiente.

Propésito:

Ahora se establece la relacion entre el angulo for-
mado por la recta y eje x con la pendiente de di-
cha recta. Se utilizara la tangente inversa que se
vio en la unidad 5 de primer afio.

En la Definicién, la restriccion de los valores del
angulo facilitara, en la siguiente clase, la com-
prension del angulo determinado entre dos rec-
tas.

Solucién de problemas:

a)y=2x+7 b)y=-x+1 c)x—2y+4=o—>y=%x+2
m= 2 m=-1 m= 1
2
tan6 =2 tanf=-1 tan9=%
- -1 - -1(_
f0=tan™2 0 = tan™'(-1) 9=tan‘1(%)
=634 =135° = 26.6°
d)5x+3y—2o=o—>y=—§x+? e)x+1=0 fly-1=0
m= _g x=-1 m=0
an o5 9=90,yaqgela tan 6= 0
ant=-3 recta es vertical.
0= tan‘l(—é) J f=tan'0 =0
3
2
~121.0° 1 El estudiante también puede per-
L ] R catarse inmediatamente que el angu-
[ of 1 2 % lo de la recta horizontal es cero.
-1
=2
xz_lv



3.9 Angulo entre rectas

*
Problemas.

Teorema
Sean [, y [, dos rectas cualesquiera no perpen- (si 6,y 6, son los dngulos de inclinacién N
diculares con pendientes m, y m, respectiva- | de!l, y/, respectivamente entonces: y
mente. Si a es el angulo formado entre ambas 6,=a+6, 1

a=60,-6,

rectas y medido de [, a /, en sentido antihorario,
De lo anterior,

entonces:
tan o =tan(6, - 6,)
__m,-m, _ tanf,—tan 6, 5x
IR 1+mm, " 1+tanf, tané, 4
_ o Mm,-m, /
T 1+mm
para m,m, # 1. \_ e W,

Ejemplo
E5 ¢ Cual es la medida del angulo formado por las rectas [;: x —4y-1=0y l,: y =—2x— 1 medido de [, a [,?
Aproxima hasta las décimas.

Primero deben determinarse las pendientes m, y m, de las rectas [, y [, ] 4
respectivamente. Para el caso de [, se escribe su ecuacion en la forma ’ 5
y=mx+b:
4y=x-1 1
L -
5 X
= - _—— - . — 1
Y=2%X—73 3 -2 1
1 =1
Luego, m, = - y m,=-2.5ea « el angulo entre las rectas, medido de [, a [, en A

sentido antihorario (ver figura). Entonces:

_-1
_ 4 s
tana= —F— . 9
1+ Z)(_Z) Si al calcular o = tan‘l(—?) en la
9 calculadora obtuviste como resultado
tan a = 41 —77.5° (aproximadamente) entonces
1-3 este valor corresponde al angulo
_ 9 medido desde [/, hasta [, Pero en
tan Y sentido horario. Basta con sumar al
_1( 9) resultado 180° pues:
a=tan™?(-= N
2 tan 0 = tan(180° + 0)
o - J
= 102.5

Por lo tanto, la medida del angulo formado por las rectas [, y , es 102.5°.

B 1. Calcula el dngulo formado entre las rectas [, y I, (medido desde /, a [,), aproxima hasta las décimas:
a)l:y=5x, L:y=-5x b)liy=x-1, L:y=—2x+7
d)l;:5x+2y+12=0, [,;2x+3y+6=0
f)l:6x—y-2=0, [,:3x+5y+20=0

c)l:y=4x-4, l:y=-5x
e)l:2x-7y—-2=0, [:2x+y+2=0

2. Calcula la medida de los dngulos internos del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(-1, 6),
B(-5, 3) y C(4, 1), aproxima hasta las décimas.

3. Dadas dos rectas [,;: y =k y [,: y = mx + b, con m y k nimeros reales diferentes de cero. Demuestra que
el angulo entre las rectas [, y [, (medido desde [, a ) es igual al angulo de inclinacién de la recta /,.

J
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Indicador de logro:

3.9 Calcula el angulo formado entre dos rectas no paralelas usando los valores de sus pendientes.

Posibles dificultades:

para interpretar el angulo que se calcula al utilizar
la formula, y también la relacién entre el anguloy
la pendiente de la recta.

\_ AN

Ahora se determina el valor del dngulo entre dos Los estudiantes deben fijarse a partir de qué recta
rectas dadas, los estudiantes deben recordar al- estan midiendo el angulo al utilizar la férmula, so-
gunos conceptos geométricos de tercer ciclo, bre todo cuando resuelvan el problema 2.

Solucién de problemas:

la)/:y=5x, L y=-5x 1b) l:y=x-1, liy=—2x+7 1c) l:y=4x—-4 , l,:y=—-5x
m,=5 m,=-5 m,=1 m,==2 m,=4 m,=-5
__=5-5 _-10_5 =_—2-1 _ -_—>-4 _9
L T R Vi P tan =gy =3 tan o= s " 19
a=tan? 2 =226° a=tan?3=71.6° —tan! 2 = °
2 a=tan™ - 5~253
1d) [;: 5x+2y+12=0 , [;2x+3y+6=0 —> Liy=-2x-6, Liy=—sx-2=>m,=-2,m,=—2
_;_(_é)
tana=—>—2 =1 a=tantilx345°
e L
le)/;:2x-7y-2=0, ,:2x+y+2=0 —>llzy=% —%, lz:y=—2x—2=>m1=%,m2=—2
-2
tan o = 277 __16 a=tan‘1(—%)zloo.6°
1+%Fﬂ 3
1) [:6x-y—-2=0, [,:3x+5y+20=0 —> [:y=6x-2, lzzy=—%x—4=>m1=6,m2=—%
3
576 33 33
tana=—>——=>= o =tan™ = = 68.5° y
1+(_%)(6) 13 13

2.Sean [, 1, y [, las rectas correspondientes a los segmentos AB, AC

y BC respectivamente, con pendientes m, = é, m,==1lym,= —%.
1-3 l
Sea a el angulo medidode /;a l, tan a = =7 a=~98.1°.
1 +%(—1)
2 1
. . -5-(1) 7 o ke
Sea B elangulo medidode ,al,tana=———= == =325 % 4 35 5 410

1+ (-2 1L

: N
w
o
/m\f
5

Por la suma de los angulos internos de un triangulo, el otro dngulo es 180° — (98.1° + 32.5°) = 49.4°.

3.Lapendientede /l;:y=kesm,=0yladel,:y=mx+b es m,= m.Sea a el dngulo entre las rectas [, y L,.

m-0
1+0(m)

Entonces tan o = = m. Por lo tanto a es el angulo de inclinacién de /,.

Otra solucion: La recta [,: y = k es paralela al eje x por lo que el angulo entre [, y [, es el dngulo de incli-

nacion de [,

®




( 3.10 Aplicaciones

Problema inicial
Demuestra que los puntos A(-3, 3), B(-2, 0), C(4, 2) y D(3, 5) Un rectdngulo es un cuadrildtero que tiene 4
angulos rectos.

forman un rectangulo.

Solucién
Para que ABCD sea rectangulo debe cumplirse lo siguiente:

a) ABLBC b)BCLCD «c)CDLDA

Si se cumplen estas tres condiciones entonces también el lado
DA serd perpendicular al lado AB.

a) Para demostrar que el lado AB es perpendicular al lado BC debe verificarse que la recta que pasa por

Ay B es perpendicular a la que pasa por By C.

Pendiente de la recta que pasa por A(-3, 3) y B(-2,0): m, = _20_;:3) =-3
2-0 _ 1

Pendiente de la recta que pasa por B(-2,0) y C(4, 2): m, = T C 3
Al efectuar el producto de las pendientes: m, m,= —3(%) =-1.

Por lo tanto, AB LBC.

b) De forma similar al literal anterior se resuelve para este caso.

Pendiente de la recta que pasa por B(-2,0)y C(4, 2): m, = 3

Pendiente de la recta que pasa por C(4, 2) y D(3, 5): m, = % =-3.

Al efectuar el producto de las pendientes: m, m,= %(—3) =-1.

Por lo tanto, BC LCD.

c¢) Al realizar un procedimiento similar a los literales anteriores se obtiene la pendiente de la recta que
pasa por Dy A, cuyo valor es % . El producto de las pendientes es igual a -1, luego: CD L DA.

Por lo tanto, ABCD es rectangulo.

Problemas;
1. Demuestra que los puntos A(2, 3), B(0, —3), C(5, -2) y D(7, 4) forman un paralelogramo.

2. Demuestra que los puntos A(—4, 0), B(1, —1), C(6, 0) y D(1, 1) Eorzj52?uzc?azsé,:gecaﬁ:[i:iﬁegﬁugue LS

forman un rombo.
J
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Indicador de logro:

3.10 Resuelve problemas de geometria utilizando las relaciones de paralelismo y perpendicularidad entre
rectas y distancia entre dos puntos.

Se utilizan los conceptos de paralelismo, perpendicularidad entre rectas y distancia entre puntos para

resolver problemas geométricos; en ese sentido se deben recordar algunas propiedades de las figuras
utilizadas.

Solucién de problemas:

1. Se demostrara que AB es paralelo a CD y que BC es paralelo a AD.
Seanl, L, [,y , las rectas que pasan por los puntos Ay B; By C; Cy D; A y , I
y D, respectivamente, y pendientes respectivas m,, m,, m,;y m,.

Para demostrar que AB es paralela a CD basta demostrar que m, =

-3-3 -
m, =<5 =3y my=——=

I
S

Para demostrar que AD es paralela a BC basta demostrar que m, =
-2-(-3) _1 _4-3_1

5-0 5 4 7-2 5

I
S

m, =

Por lo tanto ABCD es un paralelogramo.

2. Solucidn 1: Calculando las longitudes de los lados del cuadrilatero.
AB=v(1-(-4))?+(—1—-0)2=V52+ (- 1)2 =26
BC=V(6—1)7+(0—(-1))? =5+ 17="26
CD=V(1-6)*+(1-0)2=(-5)+1* =26 =
AD =V(1-(-4)) +(1-0) =57+ 12 =26
Asi, AB=BC=CD = AD, por lo tanto ABCD es un rombo. -3

Solucién 2: Demostrar que las diagonales son perpendiculares y que se intersecan en su punto medio.

La diagonal BD estd sobre la recta vertical x = 1y la diagonal AC estd sobre la recta horizontal y = 0 (el
eje x); por lo que, las diagonales son perpendiculares.

El punto medio de BD es (%, 1+T(_1)) = (1, 0) y el punto medio de AC es (6+T(_4), %) =(1, 0).

Asi, las diagonales se intersecan en su punto medio.

Por lo tanto, ABCD es un rombo.



~

3.11 Practica lo aprendido ~

1. Demuestra que los puntos A(0, 3), B(4, 1), C(7, 2) y Un cuadrilatero es trapecio rectangulo si tiene un
D(5, 4) forman un trapecio rectangulo. par de lados opuestos paralelos y un dngulo recto.

2. Con los puntos A(-3, 3), B(-5, —1), C(5, 1) y D(3, 5) se forma un cuadrildtero. Demuestra que el
cuadrildtero formado por los puntos medios de los lados de ABCD es paralelogramo.

3. Encuentra la ecuacién de la mediatriz del segmento La mediatriz de un segmento es la recta que corta

formado por los puntos A(=1, 6) y B(7, 4). alxl segmento en su punto medio y forma con él un
angulo recto.

4. La mediana en un triangulo es el segmento que inicia en un vértice y termina en el punto medio del
lado opuesto al vértice; en un tridngulo pueden trazarse tres medianas (una por cada vértice). Se forma
un triangulo cuyos vértices son A(-3, 0), B(3, 0) y C(5, 4); realiza lo siguiente:

a) encuentra las coordenadas del punto medio de cada
lado;

b) encuentra las ecuaciones de las tres medianas del tridn-
gulo ABC (por ejemplo, una de ellas pasa por A(-3, 0) y
por el punto medio del lado BC);

c) verifica que las medianas se intersecan en un punto.

5. La altura en un tridngulo es el segmento que inicia en un vértice y forma con el lado opuesto un angulo
recto; en un tridngulo pueden trazarse tres alturas (una por cada vértice). Se forma un triangulo cuyos
vértices son A(—4, 1), B(2, 1) y C(1, 6); realiza lo siguiente: y

a) encuentra las pendientes de las rectas que pasan por
los puntos Ay B,ByC,yCyA;

b) encuentra las ecuaciones de las tres alturas del tridangu-
lo ABC (por ejemplo, una de ellas pasa por A(—4, 1) y es
perpendicular al lado BC);

c) verifica que las alturas se intersecan en un punto.

6. Se forma un tridngulo con los puntos A(O, 0), B(6, 0) y
C(2, 4); realiza lo siguiente:

N

a) encuentra las coordenadas del punto medio de cada
lado;

b) encuentra las ecuaciones de las mediatrices del trian-
gulo (por ejemplo, una de ellas pasa por el punto medio
del lado AB y es perpendicular a este);

c) verifica que las mediatrices se intersecan en un punto.

_/
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Indicador de logro:

3.11 Resuelve problemas de geometria utilizando las propiedades de puntos, segmentos y lineas rectas.

Solucién de problemas:

1. Se probara que AB y CD son paralelos y que AB es perpendicular a BC. y
Sean m,, m, y m, las pendientes de las rectas que pasan por Ay B; 4'\ b
By C; Cy D respectivamente. LA
-1-3 _ _2-(-1) _3_ _4-2_ c
m == -1, m, —7 2 =1lym, == 1 2

Asi, m, = m, entonces AB es paralelo a CD.

También, m,m, = -1 por lo que AB es perpendicular a BC.
Por lo tanto, ABCD es un trapecio rectangulo.

2. Se obtienen los puntos medios M, N, Oy P de los segmentos AD,
AB, BCy CD respectivamente.

IVI( 2( 3)’ 5+3) M(0, 4) N(—3 +2(—5)’ 3+2(—1)) - N(-4, 1)

O(5+(—5) 1+(-1) 3 L

) 1+ 8) - 0(0,0) (322, 125)=p(a,3)

Se prueba que los lados opuestos son paralelos, por mediode la | ®
pendiente de la recta que para por los puntos dados:

1-4 _3 -0_3 TN =5
Por My N es o7 PorOyPes i 0" 7 Asi, MN es paralelo a OP.
PorMyPes>—4-_1 PorNyOess——~ o-1 __ 1 Asi, MP es paraleloa NO
4-0" & —-(-4) " & ’ '

Por lo tanto, MNOP es un paralelogramo.
3. Se encuentra la ecuacién de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(-1, 6) y B(7, 4).
Se obtiene el punto medio de Ay B: (7+T(_1)' #) =M(3, 5).

La pendiente de la recta que parapor AyBes _4-6 = 2.1
7-(-1) 8 4

Si m es la pendiente de la mediatriz, entonces —%m =-1 entonces m = 4.

Se obtiene la ecuacion de la recta utilizando la forma punto-pendiente:

y—=5=4(x-3) y
y=4x-12+5 T
y=4x-7

4a) Sean M, N y P los puntos medios de los lados CA, AB y BC respectivamente.
N(3+—(_3), 0+o) N(0, 0), P(5 +3 o+4) P(4, 2),

2 2 2
5+(-3) 4+0
(20, 438) <o

o



4b) Se obtiene las ecuaciones de las tres medianas:

Mediana AP Mediana CN Mediana BM
_2-0 . _n_4-0 _n=2-0, _
y=0= 725 x - (-3) y-0=3=g(x-0) y-0=3=3(x-3)
4 =-x+3
Y=3 Y
4c) Se determina el punto de interseccién de CN y BM.
Se sustituye la ecuacién de BM en la de CN: —x + 3 = %x:> —5x+15=4x=>9x=15>x= g
; =2 i CN-v=23)-4
Se sustituye x = 3 en la ecuacién de CN: y = 5(3) =3
El punto de interseccién de la mediana CN y BM es (g %)
; : .y=2(5),6_10 18_28_4
Ahora se comprueba que este punto esta en la mediana AP: y = 7(3) o=t

Asi, (g %) esta en la mediana AP.

Por lo tanto, todas las medianas se intersecan en el punto (% %)
5a) Sean m,, m,y m, las pendientes de las rectas que pasan por Ay B, B

y C, y Cy A respectivamente.

_1-1 _6-1_ _1-6 _
m1—2_(_4)—0' m,=1-5= S5ym, ) 1
5b) Sean n,, n, y n, las pendientes de las alturas que pasan por C, Ay B,
respectivamente.

= ya que AB es horizontal, |la altura que pasa por Ces x = 1.

Luego, n,(-5)=-1=n, =%:> la altura que pasa por A es

1 1.9

-l=Z(x+4)=>y==x+=. p

y etd)=>y=cx+c — 4
Luego, n,(1) =—1= n, =-1= la altura que pasa por B es d

y=1l=—(x-2)=>y=—x+3.

5c) Se determina el punto de interseccién de las tres alturas.

Six=1 entoncesy=%+%=%= 2,luegoenlaotraalturay=-1+3=2.

Por lo tanto, las tres alturas se intersecan en el punto (1, 2).

6a) Sean M, N y P los puntos medios de los lados AB, BC y CA respectivamente.

M52, 050) = i3, o) N(E32 25%) =i, 21, (252 52 =, 21

6b) Mediatriz que pasa por M(3, 0): x = 3.

Pendiente de BC: g%g =-1. Pendiente de la mediatriz: m,(-1)=-1=> m, = 1.

Mediatriz que pasa por N(4,2) : y-2=1(x—-4)=>y=x—-2.

Pendiente de AC: g—:g = 2. Pendiente de la mediatriz: m,(2) =-1=> m, = —%.

Mediatriz que pasa por P(1, 2) y tiene pendiente —% ry—2= —%(x— 1)=>y= —%x + g

6¢c) Se determina el punto de interseccién de las tres alturas.

Six=3entoncesy=3-2=1, luego en la otra mediatrizy=—->+=>=1.

N W
N

Por lo tanto, las tres alturas se intersecan en el punto (3, 1).
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4 3.12 Problemas de la unidad \\

1. Dados los puntos A(-5, 3) y B(4, —3), encuentra las coordenadas de los puntos C y D que dividen al

segmento AB en tres partes iguales.
El punto C divide al segmento AB

enrazon 1:2.

. 1 L,
2. Determina el valor de a para que el punto P(a +1, ;) se encuentre sobre la recta con ecuacidn
2x—-3y+3=0.

3. Tres de los vértices de un paralelogramo ABCD son A(-5, 0), B(—2,—1) y C(5, 2). Encuentra las coordenadas
del cuarto vértice.

4. Con el triangulo ABC cuyos vértices son A(0, 8), B(—4, 0) y C(10, 4) realiza lo siguiente:

a) encuentra los puntos medios de los lados AB, BC y CA, y denétalos por D, E y F respectivamente;

b) encuentra las coordenadas del punto que divide al segmento AE en razdn 2:1;

¢) encuentra las coordenadas de los puntos que dividen a los segmentos BF y CD en razén 2:1. ¢Qué
relacién hay con el literal anterior?

d) ¢Qué puedes concluir de este problema y el problema 4 de la clase 3.11?

5. Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(—3,-1) y B(2, 2). Si la interseccidn de sus diagonales
estd en el punto P(3, 0), ¢cudles son las coordenadas de sus otros dos vértices?

6. Los puntos medios de los lados AB, BCy CA de un tridngulo son D(-1,-1), E(4, 2) y F(2, 3) respectivamente.
Encuentra las coordenadas de los vértices A, By C del tridangulo.

7. Demuestra que si dos rectas con ecuaciones ax + by + c =0y ax + b,y + ¢, = 0 son perpendiculares
entonces aa, + bb, = 0.

8. Demuestra que la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(x,, y,) y que ademds es paralela a |a recta
llax+by+c=0esalx—x,)+b(y—y,)=0.

9. Las rectas /, y [, se cortan formando un éngulo de 135° (medido de /, a L,). Si la pendiente de [, es igual
a -3, écudl es el valor de la pendiente de [,?

10. Encuentra las coordenadas de los vértices B y C de un tridangulo ABC, si las coordenadas de A son
(=4, 0) y las ecuaciones de la altura y mediana trazadas desde Bson4x+y—-7=0y2x—-y+1=0
respectivamente.

\_ J
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Indicador de logro:

3.12 Resuelve problemas correspondientes a la linea recta.

Solucién de problemas:

2(-5) + 1(4) 2(3) +1(-3) -6 3
1+2 ' 1+2 ) C<3 3) ¢(=2,1).

Luego, D es el punto medio del segmento BC: D(4+T(_2)’ #) =D(1, -1).

1. El punto C que divide al segmento AB en razén 1:2 es C(

1
2. Se evalua el punto P(a+ 1,;) en la ecuacion de la recta 2x -3y +3 =0.
1
2(a+1)—3(a)+3=0=>2a(a+1)—3+3a=0=>2a2+5a—3=0=>(a+3) (2a-1)=0=>a=-3, a=%

3. Si el punto D(a, b) es el cuarto vértice entonces AD es paralela a BCy CD es paralela a AB.
Utilizando pendientes:

b=0 _2-(=1) 3 _ 97 o L ac
552 7::~7b 3a+ 15 (1).
b-2_ -1-0 _-1

Las pendientes de las rectas CD y AB son iguales: P s 3> 3b-6=—a+5=>a=-3b+11---(2).

Se sustituye (2) en (1): 76=3(-3b+11)+15=>7b=-9b+33 +15=> 16b=48= b =3.

Las pendientes de las rectas AD y BC son iguales: »

Se sustituye b=3en (2):a=-3(3)+11=2.

Por lo tanto, el cuarto vértice del paralelogramo es D(2, 3).

4. Los vértices del triangulo ABC son A(O, 8), B(—4, 0) y C(10, 4).
4a) D(0+ (-4) 8+0) D(=2, 4); E(—4+1o o+4> E(3, 2); F(0+10 8+4) F(5, 6).

2 2
4b) El punto es (1(02) : iB), 1(82) : i( )) = (g, 1?2) =(2, 4).

1(-4) +2(5) 1(0) + 2(6)) - (E 1_2) =
2+1 7 2+1 3 3 (2, 4).

1(10) +2(-2) 1(4)+ 2(4)) _ (é 1_2) -
2+1 7 2+1 33)7 (24

¢Qué relacién hay con el literal anterior? El punto encontrado para cada segmento es el mismo.

4c) En el segmento BF: (

En el segmento CD: (

4d) El punto de interseccion de las medianas divide a cada una de ellas en dos segmentos que se encuentran
en razon 2:1.

5. Las diagonales de un paralelogramo se intersecan en su punto medio.
Sean C(a, b) y D(c, d) los otros dos vértices del paralelogramo tal que AC y BD son sus diagonales.

Se calcula P como punto medio de AC: Se calcula P como punto medio de BD:
a+(=3) b+ (1)) _ c+2 d+2
= p(2+2) b+ () - p(3, ) > p(22, 922) = p(3, )
:>a+(_3)=3yb+(_1)=0 :>c+2=3yd+2=0
2 2 2
=a-3=6yb-1=0 =>c+2=6yd+2=0
>a=9yb=1 =c=4yd=-

Por lo tanto, las coordenadas de los otros vértices son: (9, 1) y (4, -2).
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6. Sea A(a, b), B(c, d) y C(e, f) las coordenadas de los vértices del triangulo.

Se calculan los puntos medios: (a;c, b;d)—( 1,-1); (C+e d+f) (4, 2); ( ,bT) (2, 3).

Utilizando la coordenada en x se obtiene el sistema:

atc_ 4 1 Se resuelve el sistema, se resta (2) de (1), se obtiene:
=-1--(1) a+c==2-(1) a-e=-10 - (4)
-4 - c+e=8 --(2) N
2 =4 —02) = a+e=4 —(3) Se forma el sistema: 4 ¢ ¢=4 3)
ate_, (3 a-e=-10 - (4)
2 Sumando (3)y (4): 2a=-6=a =-3.
Sesustituyeen(3)yen(1):-3+e=4=e=7,-3+c=-2=>c=1.
Asi, la solucion del sistemaesa=-3,e=7,c = 1. btd__4 . (5)
2
Utilizando la coordenada en y se obtiene el sistema: d+f_5 (6)
bz ; Su solucion es:
+
=3 (7)) b=0,d=-2,f=6.

7.Siuna de las rectas es vertical, por ejemplo ax + by + ¢ =0, se debe cumplir b =0, y una recta perpendicular
a esta es horizontal, entonces a, = 0. Entonces aa, + bb, = a(0) + 0(b,) =0

Luego, si ninguna es vertical, entonces b0y b, # 0.
Se reescriben las ecuaciones para obtener sus pendientes:

ax + by+c=0=>y=—9x—% y alx+b]y+cl=0=>y=—%x—%
1

1

Al ser perpendiculares se cumple que (—5)(—2—) =-1=aa,=-bb,= aa, + bb,=0.
1

8.5i b #0, larecta ax + by + ¢ = 0 se reescribe como y = —%x - <

b b
Asi la recta paralela a la recta ax + by + ¢ = 0 que pasa por P(x,, y,) es:

asi su pendlente es —3.

__a _ _ Larecta a(x—x,) + b(y—2y,)=0esel
Y=N= _b(x_xl) = b(y —yi)=-ale—x) = alx-x) + b(y ~y.)=0. desplazamiento paralelo de la recta
Sib =0, larectatiene ecuacidon ax+c=0=>x = —g, cona #0. I que pasa por P(x,, y,).

Asi, la recta paralela a la recta ax + by + ¢ = 0 que pasa por P(x,, y,) es:
x=x,= x—x, =0, esta ecuacién puede reescribirse como a(x —x,) + b(y—7y,) =0, yaque b =0.
9. Sean m, y m, las pendientes de las rectas [, y [,, respectivamente entonces m, = -3 y se cumple que

o__—3-my _ =3-my __ __ __1
tan 135° = ——— = - 3):> -1= —1+m(3):> -1+3m,=-3-m,>4m,=-2=>m, = >

10. El punto B es el punto de interseccidn de la altura y la mediana, asi basta resolver el sistema:

Adx+y—-7=0 ---(1)
2x-y+1=0 ----(2) Consolucién: x =1,y =3. Por lo tanto, el vértice B es (1, 3).

Luego, para el vértice C(a, b). El punto medio de AC es M(GT_L‘, g) y M esta en la mediana, asi se puede

sustituir en su ecuacion (2): 2(a 4) LN 1=0y se obtiene que2a—-b=6 - (1)

b-0 _ b
—(-4) a+4
Se obtiene la pendiente de la altura4x+y—-7=0 :> y =-4x+ 7, tiene pendiente —4. J

Ahora, la recta que pasa por Ay C tiene pendlente

\
B
Se cumple que —4(@%4)= -1=4b=a+4= a=4b-4, se sustituye en (1): ; c
7\
2(4b-4)-b =6, s
de donde se obtieneque b=2=a =4(2)-4=4. LA / \ -
Por lo tanto, C(a, b) = C(4, 2). -4 /0 \

o



Practica en GeoGebra

4.1 Practica en GeoGebra: segmentos y ecuaciones de lineas rectas

En el afio anterior aprendiste como graficar funciones en GeoGebra, realizar desplazamientos horizontales
y verticales de funciones cuadraticas, graficar vectores y realizar operaciones con ellos. En esta practica se
utilizard el software para graficar segmentos y lineas rectas a partir de su ecuacion.

Debes verificar si tu computadora cuenta con GeoGebra, para ello busca el icono de la aplicacidn (es el que
se encuentra en la esquina superior derecha de esta pagina). Caso contrario puedes descargar el software

siguiendo el enlace: GeexGebra  hitps://goo.gl/iRmmde

Descarga (instala) “GeoGebra Clasico 5”. También puedes descargar la app para el celular o trabajar
“GeoGebra en linea” en los siguientes enlaces:

App > https://goo.gl/wf5mHx Enlinea > https://go0.gl/ThXbeB

Practica
Puntos y segmentos en el plano cartesiano
1. Abre un nuevo archivo de GeoGebra dando clic (o doble clic) al icono del software.

2. Para crear el segmento AB con A(—2, 5) y B(3, —4):
a) Ubica primero los puntos en el plano, ya sea utilizando la herramienta Punto o la barra de entrada.

En GeoGebra los puntos se nombran con letras mayusculas;

A si escribes “a=(-2,5)” obtendras por resultado un vector.
® Entrada:| A=(-2,5)|

OO 4
" Recta

/—\x .~ Segmento
b) Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Recta y selecciona " Segmerto de longitud dada
Segmento.

/ Semirrecta
S Paligonal

" Vector
«; Equipolente

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesi

[N F = BE S [clls) PANESES o
» Vista Algebraica X|| b Vista Grafica X

Punto A
® Az(25

c) En la Vista Gréfica selecciona los puntos Ay B. En la S’ ;

Vista Algebraica aparecerd el nombre del segmento y ' :
la longitud del mismo. Recuerda que la longitud del )
segmento AB es igual a la distancia entre los puntos L
Ay B, que en este caso particular es 10.3 aproxima-

damente.

Entrada:

d) También puedes crear segmentos usando la barra de entrada en lugar de la herramienta Segmento.
Crea los puntos C(—4, 1) y D(2, 3); en la barra de entrada escribe la palabra segmento y elige la opcidon

“Segmento(<Punto(extremo)>, <Punto(extremo)>)”". En lugar de <Punto(extremo)> escribe Cy D
respectivamente. i

Segmento( <Punto (extremo)>, <Punto (extremo)> )

| o( <Punto (extremo)=, <NUmero (longitud)> ) e——> Entrada:|Segmento(C, D)] —
Entrada: segmer]| e — o A

J
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Lineas rectas: — -
3. Para trazar la grafica de una linea recta cuya ecuaciéon es  |»
conocida, simplemente se escribe dicha ecuacion en la | Secagmes | vou o ’ =
barra de entrada. Por ejemplo, para trazar la gréfica de e :
3x—y+1=0se escribe 3x-y+1=0y presionas enter: ‘

i 23 82 |N o] & PAIN =

x

Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

X

Entrada: 37x-y+1=0|7 > (BB A / S SRR 8

Entrada:

€2 GeoGetra - o

x

a) Abre una nueva ventana de GeoGebra y crea el segmento AB con A(—4, -3) y B(6, 1). oo e oot
unto en objeto

_/ Limitar/liberar punto

X Interseccién
b) Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta “Punto” y selecciona “Medio | edla s Conte
o Centro”. :
.Z Numero complejo
N Extremos
N Raices

) En la Vista Grafica (o en la Vista Algebraica) da clic sobre los puntos Ay B, aparecera un nuevo punto C

con coordenadas (1, —1) que corresponde al punto medio del segmento AB.
d) Verifica las soluciones de los problemas 7, 8, 9 y 10 de la clase 1.6 (Practica lo aprendido).

2. Pendiente de una recta:

a) En la barra de entrada escribe “pendiente” y automaticamente aparecera la opcidén “Pendiente(<Rec-

ta, semirrecta o segmento>)”.
b) En lugar de <Recta, semirrecta o segmento> escribe la ecuacién de la recta y presiona enter.

c) ¢éQué ocurre si calculas la pendiente de las rectas y =— 2 y x = 3? ¢Cudl es el valor de la pendiente de

una recta vertical y de una horizontal?

3. Verifica las soluciones de los problemas desde la clase 2.2 hasta la 2.5 de esta unidad.

4. Para encontrar |a ecuacio'n y trazar |a gra’ﬁca de una Archivo Edita Vista ?pc\ones Herramientas Ventana Ayuda Al.vrirsesifm
. K] A - 4NIES ‘
recta que pasa por dos puntos dados, se utiliza el co- g)x f>®® =4 AN =3
mando Recta(<Punto>, <Punto>) en la barra de en- ST Jog
A ° aofva
trada. Por ejemplo, para encontrar la ecuacion de la o haxreyst
recta que pasa por los puntos A(—3, -5) y B(1, 4) creas
primero los puntos A y B; luego escribe Recta(A,B) y EEEEEEEmEEERNE EEEEEEREEE]
presionas enter. En la Vista Algebraica aparecera la
ecuacion de la recta y en la Vista Gréfica la linea. §
I Entrada:lRecta(A, B) T
También puedes usar el comando anterior digitando Eniac:
Recta((-3,-5),(1,4)).
Actividades / AN
. * v > 7
1. Punto medio de un segmento: T
Punto

@

©




Indicador de logro:

4.1 Utiliza un software matematico para elaborar segmentos y lineas rectas dados dos puntos o su ecuacion, y
para calcular coordenadas del punto medio y valor de la pendiente.

Se utilizaran las herramientas de GeoGebra para trazar puntos, segmentos y rectas. Esto permitira al estu-
diante comprobar problemas desarrollados a lo largo de las lecciones 1 y 2 de esta unidad.

Solucién de problemas:

1a) Escribir en la barra de entrada A=(—4, —3) y luego B=(6, 1). En la barra de herramientas dar clic sobre la
parte inferior derecha de la herramienta Recta y seleccionar Segmento y seleccionar los dos puntos Ay B.

1b) Dar clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Punto y seleccionar Medio o Centro.

1c) En la Vista Gréfica (o en la Vista Algebraica) dar clic sobre los puntos Ay B, aparecera un nuevo punto
C con coordenadas (1, —1) que corresponde al punto medio de AB.

1d) Problema 7: Se grafica el punto A(-1, 3) y el punto solucién (4, —2) luego se determina el punto medio
con el procedimiento realizado en 1b) y 1c).

2a) En la barra de entrada se escribe Pendiente y automaticamente aparecerd la opcién Pendiente(<Recta,
semirrecta o segmento>).

2b) Puede escribirse la ecuacidn de una recta estudiada en alguna clase, por ejemplo:
dx+y—-7=0,2x—-y+1=0.

2c) Las rectas horizontales tienen pendiente cero y las verticales indefinida.

3. Clase 2.2: Para comprobar la respuesta en cada literal se grafica la recta obtenida, se determina su
pendiente y se grafica el punto dado.

Clase 2.3: Se pueden graficar los puntos dados en cada literal y luego utilizar la barra de herramientas para
graficar la recta que pasa por estos dos puntos o escribir en la barra de entrada Recta((-3, —1), (1, =5)),
para el literal a), por ejemplo.

Clase 2.4: Para cada literal graficar el punto dado, luego dar clic sobre la parte inferior derecha de Ila
herramienta Perpendicular y seleccionar Paralela. En la vista grafica seleccionar el punto que se graficé y

el eje x 0 el eje y segun corresponda.

Clase 2.5: 1. Para cada literal se escribe la ecuacion dada en la barra de herramientas.
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4.2 Practica en GeoGebra: posiciones relativas entre rectas

En esta practica aprenderas a encontrar las coordenadas del punto de interseccidén de dos rectas, trazar
rectas paralelas y perpendiculares y calcular el angulo de inclinacién de una recta.

Practica
Intersecciones con los ejes de coordenadas y rectas:
1. Traza la recta 10x — 3y + 2 = 0 (acerca la Vista Grafica si lo crees necesario).
2. Da clic sobre la parte inferior derecha de la herramienta Punto y selecciona Interseccidn. En la Vista

Grafica da clic sobre el eje x (o el eje y) y después sobre la linea recta; en la Vista Algebraica apareceran
las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje x (o el eje y).

[ C

o~ I> C Archivo¥dita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
° A/ : e S e
[ Sele NSNSl PN I
.A Punto ) Vista Algebraica [X|| ¥ Vista Grafica X
Punto W~ e~ v o
Punto en objeto ® A=(0,067) b f
® B=(-02,0)
‘/ Limitar/liberar punto e a
2 10x - 3y = - x
> ‘
Medio o Centro W
4 S 2 l 2 5 4 5
.Z Numero complejo
N Extremos
N Raices

Entrada:

3. Para encontrar la interseccion entre dos rectas se utiliza la misma herramienta; en este caso, en lugar de
seleccionar alguno de los ejes de coordenadas se seleccionan ambas rectas.

Rectas paralelas y perpendiculares
4. Abre una nueva ventana y traza larecta 2x + y—3 =0.
a) Para trazar una recta perpendicular a la anterior da clic sobre la herramienta Perpendicular; en la Vista
Grafica selecciona la recta 2x + y — 3 = 0 (veras que aparece la recta perpendicular) y luego el lugar
donde quieras colocarla, dependiendo de ello quedard determinada su ecuacién en la Vista Algebraica.

€ GeoGebra - o x

Archivo Edita Vista Opciones Ventana Ayuda Abrir sesion

x> AE oo 4N =+ o

| Vista Aigebraica X [~ Vista Grafica X|
Punto | B3 v Aaw | o
4

En la ventana, la recta
perpendicular se co-
| locd en el punto (4, 2),
por tanto su ecuacion
es—x+2y=0.

Entrada:

>elo]-
A/ Perpendicular
. . . . ~ Paralel
b) Para trazar una recta paralela a 2x + y — 3 = 0 da clic sobre la esquina inferior 7 g Ma:e:
lediatriz
derecha de la herramienta Perpendicular y selecciona Paralela; en la Vista [Z pisectiz
Grafica da clic sobre la recta 2x + y — 3 = 0 (verds que aparece la recta paralela) y L6 Tangees
luego selecciona el lugar donde quieras colocarla, dependiendo de ello quedara 3Q Polar o Conlugad
determinada su ecuacion en la Vista Algebraica.

¥+ Ajuste lineal

K & Lugar Geométrico j

o




Angulo de inclinacién de una recta:
5. Para calcular el angulo de inclinacion debe tenerse en consideracion la pendiente de la recta:

a) Pendiente positiva: traza la grafica de x — 2y + 1 = 0; en la barra de entrada escribe angulo y en la lista
selecciona Angulo(<Lado(recta, semirrecta o segmento)>, <Lado(recta, semirrecta o segmento)>). En
lugar de <Lado(recta, semirrecta o segmento)> escribe primero y=0y luego la letra que aparece en la
Vista Algebraica antes de la ecuacién: S

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

[x] -+~

» Vista Algebraica? X |~ Vista Gréfica

Punto fAC~

® A=(1,0)

® B=(3,2) =+
Recta

® fx+2y=1

= DO, £, N =) P =

X

A
o

lAngulo( <Lado (recta, semirrecta o segmento)>, <Plano> )

Angulo{ <Punto (ateral)>, <Veértics>, <Punto (iteral antihorario}> )

|Angulo( <Punto (iateral)>, <Vertice>, <Angulo (de rotacion antihoraria)> ) e C® a=2657> 5

Angulo( <Objeto (poligono, cénica, vector, punto o numero)> ) Entrada: Angulo(y=0, f) 2
: ;) —

[Anguio( <Lado (recta, semirrecta o segmento)>, <Lado (recta, semimecta o segmento)> )| eemmey

JAngulol <Punto (iteral>, <Verice>. <Punto (lteral aninorario>, <Direccion>) - j 4

Entrada: angu| @
(b

b) Pendiente negativa: traza la gréafica de 3x + y — 1 = 0; usando el comando Angulo(<Lado(recta,
semirrecta o segmento)>, <Lado(recta, semirrecta o segmento)>) escribe primero la letra que aparece
en Vista Algebraica de la ecuacién y luego y=0:

€ Geosera - o x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

AL OO LN = 4 =
» Vista Algebraica X | ¥ Vista Grafica X
ACY

Entrada: Angulo(g, y=0) — >

a3 2 g o[ (\\BATTET: 3 ] 5 3 T

Entrada:

Observa que GeoGebra devuelve el angulo medido desde la recta 3x + y — 1 = 0 hacia el eje positivo x.
Entonces el angulo de inclinacidn de la recta serd igual a la diferencia de 180° menos el obtenido con

el comando.

Actividades
1. Verifica tus soluciones de los problemas desde la clase 3.1 hasta la clase 3.5 sobre intersecciones con los

ejes de coordenadas, intersecciones entre rectas, rectas paralelas y perpendiculares.

Si [, es la recta perpendicular a / J
2. Utilizando la recta I: y = =3x + 2 y el punto que pasa por Py R es el punto de l P
P(-2, 1), determina el procedimiento con interseccionentre ly [, entonces,
GeoGebra para calcular la distancia desde el c2cular d(P, ) equivale a encon- i x
trar d(P, R).
punto P hasta la recta /. )

3. Dadas las rectas f: x—y—5=0y g: 6x —y — 21 = 0, determina el procedimiento con GeoGebra para
calcular el dngulo formado entre ambas rectas.

- J
@ )
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Indicador de logro:

4.2 Utiliza un software matematico para encontrar las coordenadas del punto de interseccion de dos rectas,
calcular el angulo de inclinacién y el dngulo entre rectas, y elaborar rectas paralelas o perpendiculares.

Propoésito:

Ahora se estudiaran en GeoGebra algunos de los
conceptos utilizados en la leccion 3 como para-
lelismo, perpendicularidad y dngulo entre rectas.

Los numerales 2 y 3 de las actividades permiti-
ran al estudiante describir procesos para resolver
problemas en GeoGebra.

Solucién de problemas:

1. Clase 3.1: Para el numeral 1, en cada literal graficar la recta dada, en la herramienta Punto seleccionar
Interseccidn, luego seleccionar la recta graficada y el eje x.

Clase 3.2: Para el numeral 1, en cada literal graficar la recta dada, en la herramienta Punto seleccionar
Interseccidn, luego seleccionar la recta graficada y el eje y.

Para el numeral 2, se sigue el mismo procedimiento: graficar la recta y se determinan los interceptos con
los pasos hechos anteriormente.

Clase 3.3: Para el numeral 1, graficar las rectas dadas y utilizar la herramienta Interseccion.
Enelnumeral 3 basta graficar las rectas dadasy ver que son paralelas. También puede utilizar la herramienta
Interseccién.

Clase 3.4: Para el numeral 1, en cada literal graficar las rectas dadas, se puede utilizar la herramienta
Interseccidn, si no existe punto de interseccidn entre las rectas entonces son paralelas. Para el numeral 2,
graficar la recta dada y el punto indicado, utilizar la herramienta Paralela, seleccionar el punto y la recta
en la vista grafica y se graficard la recta que se pide.

Clase 3.5: Numeral 1: para cada literal graficar las rectas dadas, luego utilizar la herramienta Angulo y dar
clic sobre las rectas, se graficard el angulo entre las rectas.

Numeral 2: En cada literal graficar la recta y el punto dados. Utilizar la herramienta Perpendicular y
seleccionar la recta y el punto, se graficara la recta buscada.

N

Graficar la recta y el punto P. Utilizar la herramienta Perpendicular y seleccionar la recta y el punto, se
graficara la recta perpendicular a [ que pasa por el punto P. Determinar el punto de interseccién de [y
su recta perpendicular. Se puede determinar la distancia entre P y el punto de interseccién graficando el
segmento que une estos dos puntos utilizando la herramienta Segmento; o también, puede escribir en
la barra de entrada Distancia(P, Q) donde Q es el punto de interseccion entre la recta y su perpendicular.

3. Graficar las rectas escribiéndolas en la barra de entrada, seleccionar la herramienta Angulo y dar clic sobre
las rectas dadas.



Prueba de la unidad 2. Linea recta
Matemadtica, segundo afio de bachillerato

Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ |masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Calcule la distancia entre los puntos A(-3, 2) y B(5, —4).

Respuesta:

2. Dados los puntos A(—1, 11) y B(6, —10) determine el punto que divide al segmento AB en razén 2:5.

Respuesta:

3. La recta [ tiene ecuacién 3x—y — 6 = 0 y se tiene el punto P(-1, 1) exterior a esta recta, desarrolla lo que
se pide en cada literal:
a) Determina la ecuacion de la recta que para por P y es paralela a /.

Respuesta:




b) Determina la ecuacion de la recta que pasa por Py es perpendiculara [.

[Respuesta:

4. Se tienen los puntos A(-2, 1), B(8, 1) y C(0, 5). y

a) Calcula las ecuaciones de las rectas correspondientes a los lados C
. 5
del tridngulo.

A

-2 0

N

(" Respuesta:
AB:

BC:

CA:

b) Demuestre que el triangulo ABC es rectangulo en C.



c) Determina la medida de los dngulos CAB y ABC, aproxima su valor hasta las centésimas.

(Respuesta: A
XCAB =
IABC =

\ Y,

5. Calcula los interceptos de la recta 7x—4y —56 =0 con los ejes coordenados.

Respuesta:

6. Las ecuaciones de las diagonales de un paralelogramo ABCD son—4x + 3y =6y 3x +y =2,y la ecuacion
que corresponde al lado AD es 7x — 2y = 9. Determine los 4 vértices del paralelogramo.



(" Respuesta:

.

7. Encuentra la ecuacién de una recta cuya distancia al origen es 1 y que pasa por el punto (g, O).

Respuesta:




Descripcion de la prueba:

Esta prueba se desarrollard en 45 minutos y consta de 10 items, tomando cada literal como un item. Se

indica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema
donde esta el asterisco (*).
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Unidad 3. Secciones cdnicas

Competencia de la unidad

Determinar la estructura, elementos y propiedades de las cuatro secciones cdnicas, deduciendo y ana-
lizando las ecuaciones de cada una de ellas, para utilizarlo en la resolucién de problemas de aplicacion
en diferentes dreas cientificas.

Relacién y desarrollo
T il Primer aiio de Segundo afo
ercer ciclo bachillerato de bachillerato

Unidad 4: Funcion cuadratica Unidad 4: Funciones reales Unidad 2: Linea recta

delaformay = ax?+ c (9°) ¢ Definicidn de funcion e Puntos y segmentos

e Funciéony = ax? e Funcion cuadratica e Linearecta

e Funciony =ax*+c e Aplicaciones de la funcién |~ e Posiciones relativas entre
cuadratica rectas

e Otras funciones Practica en GeoGebra

e Practica en GeoGebra

Unidad 3: Secciones conicas
¢ La parabola
e La circunferencia

La elipse
La hipérbola
Practica en GeoGebra
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Plan de estudio de la unidad

Leccion Horas Clases

1 1. Lugar geométrico de una ecuacion

1 2. Ecuacion de un lugar geométrico

1 3. Actividad introductoria de parabola

1 4. La parabola

1 5. Desplazamientos paralelos

1 6. Procedimiento para completar cuadrados perfectos
1. La pardbola

1 7. Ecuacion general de la parabola

1 8. Lineas rectas y pardbolas

1 9. Determinacion de pardmetros

1 10. Practica lo aprendido

1 11. Aplicaciones de la parabola

1 12. Practica lo aprendido

2 Prueba del primer periodo

1 1. La circunferencia

1 2. Desplazamientos paralelos de la circunferencia
2. La circunferencia

1 3. Ecuacion general de la circunferencia

1 4. Recta tangente a una circunferencia

®




Leccion Horas Clases

1 5. Rectas secantes a una circunferencia

1 6. Practica lo aprendido

1 7. Aplicaciones de la circunferencia

1 1. Actividad introductoria de elipse

1 2. La elipse

1 3. Elementos y propiedades de la elipse
3. La elipse 1 4. Desplazamientos paralelos de la elipse

1 5. Ecuacion general de la elipse

1 6. Practica lo aprendido

2 7. Aplicaciones de la elipse

1 1. Actividad introductoria de la hipérbola

1 2. La hipérbola

1 3. Elementos y propiedades de la hipérbola

1 4. Desplazamientos paralelos de la hipérbola
4. La hipérbola

1 5. Ecuacion general de la hipérbola

1 6. Practica lo aprendido

2 7. Aplicaciones de la hipérbola

2 8. Problemas de la unidad
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1 1. Construccion de secciones conicas

1 2. Grafica de la ecuacion general de las secciones conicas
5. Practica en GeoGebra.

1 3. Propiedades de las secciones cénicas

1 4. Problemas sobre el lugar geométrico de cdnicas

1 Prueba de la unidad 3

41 horas clase + prueba del primer periodo + prueba de la unidad 3

Puntos esenciales de cada leccidn

Leccién 1: La parabola

Se estudia desde la definicion de lugar geométrico, trabajando un poco sobre la forma de plantear un problema
para encontrar la ecuacién que determina un lugar geométrico descrito matematicamente, y se definen proce-
dimientos generales para los desplazamientos paralelos y para completar cuadrados perfectos. Se trabaja con
los contenidos correspondientes de la pardbola, iniciando con su definicidn, luego identificando sus elementos y
finalmente estudiando sus aplicaciones utilizando la propiedad reflectora del foco; ademas, se hace un estudio
de las rectas secantes y tangentes a la parabola. En esta unidad se aborda primero la parabola, puesto que en su
ecuacion general es mas sencillo completar cuadrados, debido a que este procedimiento solamente es necesario
hacerlo una vez.

Leccion 2: La circunferencia

Este lugar geométrico ya es conocido por los estudiantes de manera geométrica. En esta leccidn se establece de
manera analitica su ecuacion a partir de su definicién, utilizando los resultados que se tienen en el plano car-
tesiano, y se trabajan los demds temas de manera muy parecida a la pardbola. Ademads, se abarca el contenido
de las rectas tangentes a la circunferencia en un punto especifico, de manera general, el cual es un resultado
muy practico pero con cierta complejidad en su demostracién; finalmente, es necesario aplicar la resolucién de
ecuaciones cuadraticas de manera eficiente, pues serd muy Util en esta leccién y en general en toda la unidad.

Leccidn 3: La elipse

Para iniciar esta leccion se realiza una actividad con la cual los estudiantes se puedan familiarizar con la forma
geométrica de una elipse, y puedan asociarla con su definicién formal, a partir de construcciones en algunos
materiales de uso cotidiano; luego se realiza el estudio tedrico de la elipse y sus elementos, para finalizar con las
aplicaciones que tiene tanto su forma geométrica como la propiedad reflectora de sus focos.

2



Leccion 4: La hipérbola

Después de haber abordado casi todas las secciones cdnicas, se trabaja con la hipérbola, cuya complejidad es un
poco mayor respecto de las figuras anteriores, de manera similar, se hace una actividad con los estudiantes para
gue puedan familiarizarse con la forma geométrica de una hipérbola, y logren asociarla con su definicién formal;
posteriormente se realiza el estudio tedrico de la hipérbola, sus elementos y propiedades, y de manera analoga
se estudian las aplicaciones que tiene ya sea por su forma geométrica o por la propiedad reflectora de sus focos.
En esta leccion también se abordan algunos problemas que tienen correspondencia con todas las lecciones tra-
bajadas durante la unidad, con el fin de asegurar el aprendizaje y la comprension de todos los contenidos.

Leccidn 5: Practica en GeoGebra

Después de haber abordado todos los contenidos sobre secciones cdnicas, se proponen algunas practicas en
GeoGebra como una herramienta muy potente para complementar la actividad matematica, con el fin de co-
rroborar su aplicacidn en las graficas de las secciones cénicas, de conocer las diferentes herramientas que tiene
dicho software, y que puede ayudar a visualizar los resultados establecidos de manera tedrica.
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La pardbola

1.1 Lugar geométrico de una ecuacion

Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano el conjunto de puntos que satisfacen las ecuaciones:

a)y=2x+1 b)y=x>-1
Solucién
a) La ecuacién es una funcion lineal y su grafica en b) La ecuacidn es una funcion cuadratica y su gra-
el plano es: fica en el plano es:
y Y
-2 -1/0 1 2 3 x -2 -1\ 0 2 x
Por lo tanto, el conjunto de puntos que satis- Por lo tanto, el conjunto de puntos que satisfa-
facen la ecuacion y = 2x + 1 es una linea recta. cen la ecuacion y = x> — 1 es una parabola.
Definicion

El lugar geométrico determinado por una ecuacion es el conjunto de puntos que satisfacen dicha ecuacion;
en casos particulares pueden ser figuras conocidas como un punto, una linea recta, una circunferencia, una
parabola, etc.

Problemasl
1. Grafica en el plano cartesiano el lugar geométrico determinado por cada ecuacioén.
a)y=x-4 b)y=-3x+2 c)y=x?-3
2. Determina las ecuaciones cuyo lugar geométrico corresponda a cada grafica.
a b
) y ),

]
S

—
IS

—

w
w

LN
LN

N

N




Indicador de logro:

1.1 Grafica el lugar geométrico determinado por una ecuacion.

De la unidad anterior, sobre linea recta, los estu-
diantes han utilizado el plano cartesiano como lu-
gar para graficar diferentes figuras geométricas, y
se parte de las figuras que conoce para introducir
Kconceptos sobre geometria analitica.

Solucién de problemas:
1a) y 1b)

N

N

ngométrico" de una ecuacion.

Propésito:

El Problema inicial utiliza las ecuaciones de fun-
ciones ya conocidas por los estudiantes, tales
como la linea recta o la parabola, con el objeti-
vo de introducir la definicidon del término “Lugar

1c) y

S
7

/1

2a) Es una linea recta que pasa por los puntos
(0,-1) y (-1, 2), entonces:

La pendiente es 2__1—(__(1)) =-3,

El intercepto con el eje y es —1.

Por lo tanto, la ecuacidén es:

y=-3x-1.

En el numeral 2, considere que un estudiante puede
expresar de diferente forma las ecuaciones, por
ejemplo en el literal b, podria desarrollar el cuadrado
del binomio o dejarlo indicado; en este caso cualquier
forma de expresar la ecuacion se podria considerar
correcta, a menos que como docente brinde la
indicacion de expresarlo en una forma especifica.

W

> X

W

2b) Es una parabola desplazada 1 unidad a la dere-
cha y 2 hacia abajo. Ahora si el vértice de esta
parabola estuviera en el origen seria de la for-
ma y = ax?, y pasaria por el punto (1, 1), asi se
debe cumplir que:

1=aqa(1)?
l=a

Por lo tanto, la ecuacién que determina dicho
lugar geométrico es la pardbola y = x*> despla-
zada 1 unidad a la derecha y 2 hacia abajo, es
decir, y+2=(x—-1)% obieny=(x—-1)>-2.
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1.2 Ecuacion de un lugar geométrico*

Problema inicial
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A (0, 2) es igual
a la distancia al punto B(4, 0).

Solucién y
Se colocan los puntos Ay B en el plano cartesiano. .
En particular un punto que cumple es el punto medio del segmento AB. 3
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y utilizando 2 A

la distancia entre dos puntos:

d(A, P)=d(P, B)

V(x=0)2+ (y—=2)* =\(x—4)*+(y-0)2 elevando al cuadrado, 9
-1

+yt—4y+4=x-8x+16+y* simplificando la ecuacion,
8x—4y—12=0. -
=3

Por lo tanto, la ecuacidn que determina el lugar geométricoes 2x —y—-3=0,y
graficamente es la recta perpendicular al segmento AB que pasa por su punto [PUEdes ComPFObaf_ que 'asj
medio (mediatriz del segmento AB). rectas son perpendiculares.

Conclusién
Para deducir la ecuacién que determina un lugar geométrico con condiciones especificas, se plantea la
ecuacién que cumple las condiciones requeridas, aplicando conceptos de distancia entre puntos, entre
punto y recta, etc.

Ejemplo

Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje x es siempre igual
a la distancia al punto A(0, 2).

En particular un punto que cumple es el punto medio de la distancia
entre el punto Ay el eje x.
Planteando la ecuacién para P(x, y) que cumple las condiciones:
d(P, Q) =d(A, P)
|yl = V(x—0)2+ (y—2)* elevando al cuadrado,
Y=x*+y -4y +4 simplificando la ecuacion,
x*—4y+4=0. 3
Y se puede expresar como: y = %xz +1.

Por lo tanto, la ecuacidn que determina el lugar geométrico es x> — 4y + 4 = 0, y es una parabola.

*
Problemas.

1. Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A(2, —3) es
igual a la distancia al punto B(0, —1).

2. Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la rectay =—1 es
siempre igual a la distancia al punto A(0, 1).

3. Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos que estdn a 2 unidades de distancia
del eje y.

4. Deduce la ecuacidon que determina el lugar geométrico de los puntos que estan a igual distancia del eje
x como del eje y.

®




Indicador de logro:

1.2 Deduce la ecuacién que determina un lugar geométrico con condiciones dadas.

Propésito:
Ahora que los estudiantes ya saben qué es un El Ejemplo es un problema parecido al inicial, de
lugar geométrico, se trabajaran problemas que modo que apliquen los conocimientos sobre dis-
brindan condiciones que determinan un lugar en tancia entre dos puntos o distancia entre punto y
el plano para deducir sus ecuaciones. Esta clase recta. Al resolverlo se avanza en la deduccién de
tiene asterisco, lo que indica que el docente debe la ecuacion candnica de la pardbola, partiendo de
Kdar mayor apoyo a sus estudiantes. - Kun caso especifico. -

Solucién de problemas:

1. Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicion y utilizando la distancia entre dos
puntos:

d(A, P)=d(P,B)
V(x=2)*+(y+3)> =V(x—0)>+(y+1)> elevando al cuadrado cada miembro,
K+y —4dx+4+6y+9=p72+y +2y+1
—4x +4y+12=0 dividiendo por —4,
x—-y-3=0.

2. Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidn y utilizando la distancia entre dos
puntos y distancia de un punto a una recta:

d(P,l)=d(A,P) l:rectay=-1,

ly—(-1)] = V(x-0)*+(y—1)*> elevando al cuadrado cada miembro,
YV+2y+1l=0+y"-2y+1

x*=4y=0.
3. Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicidn y utilizando la distancia de un punto
a una recta:
d(P1)=2
|x-0] =2
lx| =2

x=20x=-2

Por lo tanto, son los puntos que pertenecen a las rectas x =2 o x = -2.

4. Tomando en general los puntos P(x, v) que cumplen la condicién y utilizando la distancia de un punto
a una recta:

d(P,1)=d(P, 1) [:elejex, [ elejey.
lx| = [yl
xX=yox=-y

Por lo tanto, son los puntos que pertenecen alasrectasy=xo0y =—x.
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1.3 Actividad introductoria

Materiales

- Hoja de papel vegetal

- Plumén
- Regla
Actividad

1. Dibuja una recta paralela al lado mas 2. Dibuja un punto arriba de la recta, y
angosto de la pagina, cercana al final en medio de la pagina.
de la misma.

3. Tomando el inicio de la recta, dobla la 4. Realiza el mismo proceso con puntos
pagina hasta hacer coincidir el inicio cercanos en la linea recta hasta llegar al
de esta con el punto dibujado. final de esta. Analiza la figura formada.

Definicion

La figura que queda marcada por los cortes de los dobleces es una parabola. Observa que cada punto de
ella cumple la condicidn de estar a igual distancia del punto dibujado como de la recta dibujada.

Preguntas

1. ¢Qué pasaria con la pardbola si el punto se separa mas de la recta dibujada?

2. ¢Qué pasaria si el punto se dibujara por debajo de la linea?

3. ¢Qué pasaria si la recta se dibujara vertical y con el punto a la derecha o izquierda de ella?

4. Analiza por qué se cumple que los puntos que determinan la parabola estdn a igual distancia del punto
como de la recta.

®




Indicador de logro:

1.3 Identifica el lugar geométrico de una parabola.

Ahora que los estudiantes ya han deducido ecuaciones para lugares geométricos especificos, se construira
la forma que tiene una pardbola, basado en su definicién.

Propésito:

En la Actividad se espera que logren asociar la definicion geométrica con la figura que conocen de la
parabola, para que luego al deducir su ecuacion candnica quede claro que esta ecuacién define el lugar
geométrico de una parabola.

Materiales:

En la clase se utilizaran hojas de papel vegetal, plumdn y regla (uno de cada uno por estudiante). J

Solucién de problemas:

1. Los dobleces tendrian una menor inclinacién y tenderian a ser menos verticales conforme se aleje mas
el punto de la linea, entonces se formaria una parabola cada vez mas abierta.

2. También se formaria una parabola pero abierta hacia abajo, porque ahora los dobleces quedarian al
revés.

3. Los dobleces se inclinarian, partirian de una posiciéon vertical e irian tendiendo a ser horizontales, enton-
ces se formaria una pardbola ya sea abierta hacia la derecha, o bien, abierta hacia la izquierda.

4. Considerando el doblez m, y sea R la interseccion de dicho doblez con la recta dibujada /, sea H el punto
que corresponde al punto A, se cumple que RA = RH, por ser simétricos respecto a m, y sea P el punto
de interseccion de m vy la perpendicular a [ que pasa por H, entonces, d(P, A) = d(P, H) = d(P, /), porque
las lineas se sobreponen al hacer el doblez.

Si Q es otro punto del doblez (recta m) entonces d(Q, A) =d(Q, H) >d(Q, I) =d(Q, {).

Por lo tanto, entre los puntos de la recta m solamente P esta en la curva cuyos puntos equidistan al
punto Ay la recta [ (m es tangente a la curva en el punto P). Luego, esta curva es la figura marcada por
los cortes de los dobleces.
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1.4 La parabola*

Problema inicial
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y = —p es igual
a la distancia al punto F(0, p).

Solucién
Se toman en general los puntos P(x, ¥) que cumplen la condicién y se utiliza
la distancia de un punto a una recta y la distancia de dos puntos. J
F
Como la recta y = —p es horizontal, d(P, Q) =|y — (-p)|. Py bl QN O
Expresando la igualdad d(P, Q) = d(P, F): \\
|y = (=p)| = V(x—0)*+ (y — p)? elevando al cuadrado, o0 , X
ly +p|?=x*+(y—p)? desarrollando los cuadrados,
Y2 +2yp + P2 =22+ —2yp + p? simplificando, TE = Q(xr;— )
4yp = x2 despejando vy, L 7P
1.
y —4px .
Por lo tanto, el lugar geométrico es una parabola de la forma y = ax?, donde a = %}.
Definicion
La ecuacion que determina el espacio geométrico de una parabola estd dada por: y = %}xz.
En esta ecuacidn, el vértice de la parabola siempre estara en el origen (0, 0). (.. . . N
) , Si el pardmetro p es negativo, la ecua-
El valor de p recibe el nombre de parametro. cién determina una parabola abierta
hacia abajo.

El punto F(0, p) es conocido como el foco de la parabola, la recta y = —p
es conocida como la directriz de la parabola. La recta perpendicular a la
directriz que pasa por el foco de la parabola se conoce como eje.

Ademas, si la directriz fuera una recta
vertical de la forma x = —p, la pardbo-
la seria horizontal y su ecuacién seria:
1 2

Ejemplo 1 Ty )
Determina la ecuacién de la pardbola con foco F(0, —3) y directriz y = 3.
El valor de p = -3, entonces la ecuacién de la parabola es y =ﬁx2, simplificando queda: y = —1—12x2.
Por lo tanto, la ecuaciénes y = —%xz, y s una parabola abierta hacia abajo.

Ejemplo 2

Determina el foco, la directriz y el vértice de la parabolay = Ixz, luego localiza
cada uno en el plano cartesiano y grafica la parabola.

. 1_1 S
Se tiene que T es decir, p = 1.

Foco: F(0, 1) Directriz:y =-1 Vértice: V(0, 0)

1
N

*
Problemas,

1. Deduce la ecuacidn y grafica la parabola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

AF02,y=2  BFO-1y=1 dF(0L)y=- aFl0-L)y=L eF@0,x=-2

2. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacion de la directriz, luego localizalos en el plano
cartesiano y grafica la parabola. . .
a)y=2x? b)y=-x? c)y=§x2 d)y=—zx2 e)x=2y?

47
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Indicador de logro:

1.4 Deduce y grafica la ecuacidn de una parabola con vértice en el origen dados el foco y la directriz.

Propésito:
Una vez asociada la definicion de parabola con su El Problema inicial plantea las condiciones de la
grafica, se deduce su ecuacion a partir de las con- definicion de la pardbola para poder deducir la
diciones dadas en la definicién. Esta clase tiene ecuacién que define su lugar geométrico.
asterisco, lo que indica que el docente debe dar
mayor apoyo a sus estudiantes.
. AN v
Solucién de problemas:
1a) El valor p = 2, entonces la ecuacién de la pardbola 1b) El valor p =—1, entonces y =ﬁx2 = —%xz.
=1 2_1, .
es: y 4(2)x =gX
1 _ 1 P T S _ 1
1c) Elvalorp = 3 entonces Yy == X'= = 2x%. 1d) Elvalorp=— 16’ entonces
5 3
2 1
8 y=—— =l 2= gy
4 (_1) 1
16 4

le) Elvalorp =2, perolarectaesvertical y el punto estd aladerechade dicharecta, entoncesintercambiando
xyyenys= %}xz la ecuacion de la parabola es x = Ly2 = %yz.

4(2)
1 . 1
2a) Se calcula el valor de p: 2 = ﬁ, es decir, p = %. 2b) Se calcula el valor de p:—1 = ap €S decinp=—7.
Foco: F(O, %) Directriz: y = —% Vértice: V(0, 0) Foco: F(O, —%) Directriz: y = % Vértice: V(0, 0)
2 ¢ > X

<N

=1 1

W A 2

2d) Se calcula el valor de p: —%= %}, esdecir,p=—1. 2e) Secalculaelvalordep: 2 =%) , es decir, p = %.

Foco: F (0,—1) Directriz: y=1 Vértice: V(0, 0) Foco: F(%, 0) Directriz: x=—% Vértice: V(0, 0)
Y

y El literal c se puede resolver T
b de manera muy parecida al
literal d, siendo un poco 1

v mas sencillo porque el

K
— X coeficiente es positivo, y =F 5 1
LF los elementos son: 1 2

F (0/ 2)1 Y= _21 V(OI 0)

"N
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1.5 Desplazamientos paralelos

Problema inicial
Aplica desplazamientos verticales y horizontales para graficar el lugar geométrico que determina la ecua-
cion y = (x—2)?+ 1 en el plano cartesiano. Determina las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacion de

la directriz. La gréfica de la funcion f(x — k) + k, es la gra-

fica de la funcidn f(x) desplazada A unidades

Solucién a la derecha y k unidades hacia arriba.

La grafica de la funcion y = (x — 2)* + 1, es la grafica de la funcion
vy = x* desplazada 2 unidades hacia la derecha y 1 unidad hacia

arriba.
Determinandopdey=x% 1= %} , solucionando, p = %. X
Ademas las coordenadas del vértice, el foco y la ecuacién de la )y
directriz se desplazan de igual manera. 3
2
Ecuacién y =K y=(x—-2)2+1 £
1
1 1 - El
Foco F(o, 4) F(O+2,Z+ 1)—F(2,4) N Jz o
Vértice V(0, 0) V(0+2,0+1)=V(2,1) -1
1
Directriz Yy=-7 y= %

En general
Para desplazar una gréfica horizontalmente A unidades, se cambia la variable x por la expresion x — h; y
para desplazar una grafica verticalmente k unidades se cambia la variable y por la expresién y — k.

Entonces la ecuacion de una parabola de la forma y =$x2 desplazada A unidades horizontalmente y k

. . 1
unidades verticalmente es: y —k = =(x - h)?. - > n
4p [En una parabola desplazada con ecuacién y —k =E(x— h)?, se cumple}

que: V(h, k) F(h, p +k) Directriz:y=-p +k

Ejemplo
a) Determina la ecuacion que resuta al desplazar la pardbola y = 2x?, -3
unidades horizontalmente y 1 unidad verticalmente.

~
=

Sustituyendo x por la expresion x — (—3), v por la expresion y — 1:
y—1=2(x+3)%, o0bieny =2(x+3)*°+1
b) Grafica la parabola determinada por la ecuacién y + 2 = -2(x + 1)

Es la ecuacion de la pardbola y = —2x?desplazada —1 unidad horizontal-
mente y —2 unidades verticalmente, como muestra la figura.

b
Problemasw
1. Determina la ecuacién de la parabola desplazada A unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,

en cada literal.
a)y=x,h=3,k=2 b)y=3x,h=-1,k=3 cy=-x,h=1k=-1

dy=-2x%h=-2,k=-1 e)y=2x,h=0,k=3 f)y=-3x%h=-2,k=0

2. Grafica en el plano cartesiano la parabola determinada por las siguientes ecuaciones. Luego determina
las coordenadas del foco, el vértice y la ecuacién de la directriz de cada una.

a)y—-1=(x—-4)? b)y+2=2(x-3)? c)y-3=—(x+1) d)y+1=-2(x+1)?

®




Indicador de logro:

1.5 Encuentra y grafica la ecuacion de una parabola desplazada paralelamente respecto a los ejes de coor-

denadas.

De la unidad de funciones reales vista en Primer

ano de bachillerato, se tiene un resultado para los

desplazamientos paralelos de la grafica de una

funcidn; a partir de ella en esta clase se deduce la

generalizacién de los desplazamientos paralelos

para una ecuacion cualquiera (no necesariamen-
Kte funcidn).

Kque grafiquen utilizando tablas de valores.

Solucién de problemas:
la)y—-2=(x—3)%, obieny =(x—-3)+2.

Ic)y—(-1)=—(x—1)> obieny =—(x—-1)*-1.

le) y—3=2(x—0)% o bieny =2x*+3.

2a) y
N =l
7 4
s o)
> V(4,1)
4 3
; Y=a
2
F
1 L]
f 0 1 2 3 4 5 6 7 (R4
2¢) y
N __l
V ! i )
=3 F(‘l'%)
F
2 V(-1,3)
3 y:g
L, J 4
T3 -2 -1 T X

Propésito:

En el Problema inicial y el Ejemplo, se espera que
los estudiantes apliquen los desplazamientos pa-
ralelos para dibujar la grafica de una pardbola
desplazada, para ubicar puntos especificos como
el foco o el vértice y rectas como la directriz; en
estos apartados y en los Problemas, no se espera

/

1b) y -3 =3(x—(-1))% o bieny =3(x +1)> + 3.
1d) y—(-1) =-2(x — (-2))* o bieny =-2(x +2)*—1.

1f) y—0=-3(x — (-2))? o bien y =-3(x + 2)°.

2b)
9AN _ l
4 8
3 F (3, 1—;)
2 V(3,-2)
! -_v
L ) T8
[ 1 3 R
-1 v
—2
W V
2d) y
N _ _l
¢ ) >X 8 9)
F (—1, Y
V(-1,-1)
7
Yy=-%
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1.6 Procedimiento para completar cuadrados perfectos

Problema inicial

L Escribe el polinomio x? + 4x en la forma a(x — h)? + k.

Solucién
Para completar el cuadrado perfecto en la expresién se suma y
resta la misma cantidad para no alterar la expresidn:

En el desarrollo del cuadrado de un binomio
se cumple que:

(x+a)?=x>+2ax+a?
El término a? puede obtenerse al dividir el
coeficiente que acompafia a “x” entre 2 y
elevarlo al cuadrado. ,

2

2
x2+4x=x2+4x+(i)—(

)

=(x?+4x +2°) -4

2

=(x+2)2-4
Por lo tanto, x* + 4x = (x+ 2)> - 4.

Conclusién
El método en el cual se suma y resta una cantidad adecuada para que una expresidn se convierta en cuadra-

do perfecto se conoce como completar cuadrados perfectos, y es una estrategia muy Gtil para la resolucién
de problemas en matematica.

Ejemplo

Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.

a) x*—8x b)x?—4x +2 c)2x?+12x + 10 d)3x?+12x - 13

a) x* —8x = (x? — 8x +4%) — 42

= (x—4)— 16

b)x?—4x+2=(x*—4x+2%)—22+2
=(x-2)2-4+2
=(x-2)2-2
c)2x*+12x + 10 = 2(x* + 6x) + 10 d)3x?+12x-13 =-3(x*—4x)—13
=2(x*+6x+32-3%)+10
=2[(x+3)2-9]+10
=2(x +3)>— 18+ 10

=-3(x?—-4x+22-2%)-13
-3[(x—2)*-4]-13
—3(x-2)2+12-13

=2(x+3)*-8 =-3(x-2)-1
Problemas./
1. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.
a)x?+2x b) x? + 6x c) x* + 8x d) x?—4x e)x?+10x+1
flar—2x-1 g)2x*+8x +6 h) 3x2—6x -2 i)—x?—4x -4 j)—2x*+8x +3
/’x‘\
2. Utilizando la figura de la derecha: \21
2

a) Determina cuanto es el area de la figura mostrada.

P
/
. 7 sz !
b) Determina el area del rectangulo que debe agregarse para formar un X
\,
cuadrado.

®




Indicador de logro:

1.6 Completa cuadrados perfectos en una expresion algebraica.

Propésito:

El procedimiento para completar cuadrados se El Problema inicial utiliza la forma general en que

ha venido desarrollando y utilizando durante mu- se expresa una parabola desplazada, para lograr

chas unidades desde noveno grado, sin embargo, gue en la siguiente clase el estudiante reconozca

siempre es necesario repasar este procedimiento gue tiene que realizar el mismo procedimiento.

para realizarlo eficientemente, porque en especial El numeral 2 de los Problemas es para asociar la

en esta unidad se aplicard con mucha frecuencia. parte algebraica y geométrica de un cuadrado.
\_ AN W,
Solucién de problemas:

la) x2+2x + (1)>=(1)>=(x+1)>-1 1b) x>+ 6x + (3)2—(3) = (x+3)*-9

1c) x? +8x + (4)*—(4)*=(x + 4)*—16 1d) x> —4x +(2)* = (2)’=(x-2)*-4

le) x*+10x + (5)*—(5)*+ 15 =(x+5)*-10 1f) 2 - 2x + (1)* = (1)>—-1=(x—-1)*-2

1g) 2> +8x+6=2(x*+4x + (2)>°—-(2)>) +6 =2(x+2)>*-8+6=2(x +2)*-2
1h)3x?-6x—-2=3(x*—2x+(1)?-(1))-2=3(x—-1)>-3-2=3(x—1)>-5
li)—x*—4x—-4=—(*+4x + (2)>’-(2)) -4 =—(x+2)’+4 -4 =—(x + 2)?

1j) -2+ 8x +3=-2(x*—4x +(2)>’-(2)) +3=-2(x—2)>+8+3=-2(x—-2)*+ 11

a
> %, por lo

2a) El area del cuadrado azul es x?, y el drea de uno de los rectdngulos celestes es
tanto, el drea de la figura es:
C+2x+dx=x+ax.
2 2
2b) Se debe agregar un cuadraglo de lado % , Y se puede constatar que el drea
a P
es por un lado x; +ax + (—), y por otro lado es el drea del cuadrado grande,

2
es decir, (x + %) y por lo tanto, se cumple que:

2 2
2+ + <g) = ( g) .
X ax 2 X+ 5
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1.7 Ecuacion general de la parabola

Problema inicial
L Grafica el lugar geométrico determinado por la ecuacion —x* + 4x —3 +y = 0.

Solucién y
Despejando y y completando cuadrados perfectos para x.
y=x’—4x+3 N
y=(*—4x +2%)—-22+3 4
y=(x-2)*-4+3 3
y=(x-2p-1
Expresando de otra manera: Yy —(-1) = (x—2)% .
Por lo tanto la ecuacién y — x* + 4x — 3 = 0 es la grafica de la parabola - 3 X
y = x? desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo. o
.. v
Conclusién v

Una parabola puede ser representada desarrollando los cuadrados perfectos de la ecuaciény —k = %)(x — h)?
y dejando la ecuacién igualada a 0.

En general, para determinar los desplazamientos verticales y horizontales en una ecuacion de la forma

1
ax? + bx + cy + d = 0, se completan cuadrados perfectos y se expresa en la forma y —k = 4—(x —h)> Ala
ecuacion de la forma ax? + bx + cy + d = 0 se le llama ecuacién general de la parabola.

Ejemplo

Grafica la parabola determinada por la ecuacion 2x?> + 8x + 7 + y
Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz.

I
o
<

B

Despejando y y completando cuadrados perfectos para x. *
y=-2x>-8x—-7
y==2(x*+4x)-7
y==2(x*+4x +2*-2%) -7
y=-2(x+2)*+8-7
y==2(x+2)*+1

Por lo tanto, es la parabola y = —2x? desplazada 2 unidades hacia la izquierda y 1 unidad hacia arriba.
Determinando p: -2 = %}, solucionando, p = _l_

8
Entonces:
Ecuacion y =-2x? y==2(x+2)*+1
1 A
Foco F( '_E) F( 2, 8)
Vértice V (0, 0) V(-2,1)
1 9
Directriz Yy=% Y=%
*
Problemasv

Para cada literal determina el vértice y grafica la pardbola correspondiente.
ax*+2x+2-y=0 b)x>-4x+3-y=0 c)x*+4x+5+y=0 d-x*+2x+1-y=0

e)—2x>—-12x-20+y =0 f)2x?—8x+5+y=0 g)3x’—6x+5+y=0 h)3x*+6x+y+6=0

@
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Indicador de logro:

1.7 Determina las coordenadas del vértice y traza la grafica de una pardbola a partir de su ecuacién general.

Una vez hecho el repaso sobre el procedimiento
para completar cuadrados se puede trabajar con
la ecuacion general de la pardbola, para encontrar
su vértice y graficarla en el plano cartesiano.

\_ J

Solucién de problemas:
a)y=x2+2x+(1)>—-(1)*+2=(x+1)>+1
Y

_—
IS
~—

w

N

[aiy

)y=-x*—-4x—-(2)*+(2)’-5=—(x+2)*-1
J

[asy

N

~—
uM/Lu

e)y=2[x*+6x+(3)>—(3)°] +20=2(x+ 3)*+2

T T 7]
]

a

wv

S

w

N

Juny

Propésito:

En el Problema inicial y Ejemplo de la clase ante-
rior y la presente, se han tomado pardbolas des-
plazadas a los cuatro cuadrantes del plano, y en
los Problemas, algunas desplazadas sobre los ejes
Kcoordenados también.

b)y=x’-4x+(2)>’-(2)°+3=(x—-2)*-1
Y

w

N

/
I~~~

[Ny

d)y=—x*+2x—- (1 +(1)*+1=—(x—-1)>+2
Y

8]

N

f)y =-2[x*-4x +(2)*—(2)]-5=-2(x—-2)*+3
Y

N

\Y

w

N

il
~_

/JL 7 \ 7 X
I \
I \

g)y =-3[x*—2x+(1)*—(1)’] -5=-3(x—-1)*-2
h)y=-3[x*+2x+(1)>-(1)’)] -6=-3(x+1)*-3

[asy

N
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1.8 Lineas rectas y parabolas

Problema inicial

Determina las coordenadas de los puntos de interseccidn entre la parabolay =x?y larectay=x+6.

Solucién
Siun puntoestd en lainterseccion de las dos gréficas, dicho punto
debe cumplir tanto la ecuacién de la recta como la ecuacién de

la pardbola. Asi, determinar los puntos de interseccién equivale
a encontrar las soluciones del sistema de ecuaciones: 10
9
yEX (1) .

y=x+6 - (2)

F
Utilizando el método de sustitucién y solucionando: €
x?=x+6 igualando a cero, 5
x’-x—-6=0 factorizando, 4

(x=3)(x+2)=0 solucionando la ecuacidon cuadratica,
x=30x=-2.

Determinando el valor de y para cada valor de x:

Six=3,entonces:y=3+6=09.

Six=-2,entonces:y=-2+6=4.
Por lo tanto, los puntos de interseccién son (3,9) y (-2, 4).

Conclusién
Las coordenadas de los puntos de interseccidon entre una pardbola y una linea recta, corresponden a las

soluciones del sistema formado por sus ecuaciones.
Al resolver el sistema pueden tenerse 3 casos:
1. La recta corta a la pardbola en 2 puntos diferentes (es secante).

2. La recta corta a la parabola en 1 punto (es tangente o vertical).
3. La recta no corta a la pardbola.

b d
Problemas.

Determina los puntos de interseccion entre la pardbola y la linea recta de cada literal. Realiza la grafica en
el plano cartesiano.

a) [y=«? b) [y=x2 c) [y=x-1 d) [y=x+2x
y=3x y=2x+3 y=x+1 y=-x-2

e) [y=a2+2 f) [y=x? 8) [y=x? h) [y=x?
y=5x-4 y=1 y=2x-1 y=x-1




Indicador de logro:

1.8 Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccion entre la ecuacidon de una linea recta y una

pardbola utilizando sus ecuaciones.

Propésito:

tas.

Una vez estudiadas las ecuaciones de la pardbola
se pueden utilizar para encontrar intersecciones
con otras figuras geométricas como las lineas rec-

Aplicar los conocimientos sobre ecuaciones cua-
draticas, en especial el andlisis del discriminante
para determinar la cantidad de intersecciones
gue hay entre una recta y una parabola.

Solucién de problemas:

a) x?=3x J b) x?=2x+3 ,
x*—3x=0 . x*-2x-3=0
x(x—-3)=0 (x+1)(x=3)=0
x=00x=3 B x=-lox=3
y=3(0)=00y=3(3)=9 4 y=(-1=1loy=32=9
Los puntos de interseccion 2 Los puntos de interseccion
son (0,0)y(3,9). ———t—5—% son(-1,1)y(3,9). X
c) Pel=x+1 y d) XA 2= —x—2 A
x*—x-2=0 x*+3x+2=0 ;
(x=2)(x+1)=0 (x+2)(x+1)=0
x=20x=-1 x=-20x=-1 2
y=2+1=30y=-1+1=0 y==(-2)-2=00y=~(-1)-2=-1 1
Los puntos de interseccidn *  Los puntos de interseccién NG 1%
son (2, 3)y (-1, 0). son (=2, 0)y (-1, -1). -t
e) X2 +2=5x—4 y f) =1 y
X’=5x+6=0 x*-1=0
(x-2)(x-3)=0 10 (x-1)(x+1)=0 ’
x=20x=3 8 x=1lox=-1 2
y=5(2)-4=60y=5(3)-4=11 6 y=1 \i,/'
Los puntos de interseccidn 4 Los puntos de interseccion =51 ¥
son (2, 6) y (3, 11). son(1,1)y(-1,1). 1
= o/ e h
g) x*=2x-1 ) h) x*=x-1
x*—2x+1=0 xX*’-x+1=0
(x-1)’=0 No tiene solucidn en los niumeros reales, entonces

x=1 y=12=1

la recta y la pardbola no se cortan en algun punto.

El Unico punto de interseccion es (1, 1), la

recta es tangente a la parabola.

Recomendar a los estudiantes sustituir los valores encontrados para
x en la ecuacién que resulte mas facil para encontrar el valor de y.

1=
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1.9 Determinacion de parametros

Problema inicial
L Determina el valor de m en la recta y = 4x + m, para que esta sea tangente a la parabola y = x2. }
Solucién
Para determinar los puntos de interseccidon se resuelve el sistema de ecuaciones:
— A2
y=x (1) Para que x? + 2ax + b sea cuadrado
y=4dx+m - (2) perfecto se debe cumplir:
(&) -0
Resolviendo: Porque: (x + @)’ =2 + 2ax + @2
X’ =4x+m O bien en el discriminante de
x2—4dx—m =0 ax? + bx +c: b2—4ac=0.

Para que la recta toque en un punto a la parabola, la ecuacién cuadratica x> — 4x — m = 0 deberia tener
solamente una solucidn, para ello, la expresion x? — 4x — m deberia ser un cuadrado perfecto.

Formal Forma 2 Y
Utilizando la forma del cua- Analizando el discriminante .
drado perfecto: de la ecuacion cuadratica:
3
2 —

_m=(i) b>-4ac=0 X
? (47 - 4(1)(-m) =0 :

m=-4 16 =-4m J

-2 -1 0 T2 X
m=-4

Por lo tanto, el valor de m para que la recta y = 4x + m sea tangente a la
parabolay = x* es m =—4.

Conclusién
La constante cuyo valor se desconoce, y se adecua para que la figura cumpla ciertas condiciones se conoce

como parametro.

Para determinar el pardmetro en una ecuacion de recta para que esta sea tangente a una parabola, es ne-
cesario aplicar el analisis del discriminante o bien la forma del desarrollo de un cuadrado perfecto, de modo
que la ecuaciéon cuadratica tenga una sola solucidn.

*
Problemas.w
Determina el valor (o valores) del pardmetro p en cada ecuacidn, para que la recta sea tangente a la para-

bola respectiva.

a) [y=x? b) [y=a?-2x+1 ¢ [y=—x*-3x d) [y=—x*-3x-5
y=6x-p y=2x+p y=-x-p y=3x+p

e) [y=4x f) [y=-3x*+2x-3 g) [y=x? h) [y=-x
y=4x-p y=-10x +p y=px—4 y=px+16

@ p
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Indicador de logro:

1.9 Determina el valor de un parametro para que una linea recta sea tangente a una parabola.

Ahora que se conocen las posiciones relativas
de una recta y una parabola, se puede estudiar
la forma de establecer el valor de un parametro
de modo que se cumpla la condicion de tangencia
entre una recta y una parabola.

\_
Solucién de problemas:
a) xX*=6x-p
x*—6x+p=0
Completando Discriminante
cuadrados. igual a cero.
pz(g)z b*—4ac=0
’ (~6)2 - 4(1)(p) =0
p=9 36-4p =0
p=9
c) —x*=3x=-x-p
X*+2x-p=0
p= (3)2 b*—4ac=0
2 (2) = 4(1)(=p) = 0
=-1 4p+4=0
p=-1
e) 4x*=4x —p
4 —4x +p =0
)4 =(1)2 b*—4ac=0
o (-4) = 4(4)(p) = 0
p= 16 —16p =0
p=1
g) xX*=px—4
X*—px+4=0
4o (E)Z b>—4ac=0
2 (p)*-4(1)(4)=0
pz =16 p2 =16
p=%4 p=%4

@

Propésito:

En la Solucidn se espera que los estudiantes apli-
guen el andlisis del discriminante y lo relacionen
geométricamente con las posiciones relativas en-
tre una recta y una pardbola; también es valido
analizar el problema completando cuadrados.

/

N
b) X*-2x+1=2x+p
xX*—4x+1-p=0
Completando Discriminante
cuadrados. igual a cero.
1—p=(i)2 b*—4ac=0
? (-4)=4(1)(1-p)=0
p=1-4 ~12-4p =0
p=-3 p=-3
d) —-x*-3x-5=3x+p
X’+6x+5+p=0
5+p=(§)2 b2 —4ac=0
’ (6)~4(1)(5+p)=0
p=9-5 16-4p=0
p=4 p=4

f) -3x?+2x—-3=-10x +p
3x2-12x+3+p =0

p+3=(i) b’-4ac=0
> 2 CpoaE)p+3)=0
p=12-3 108 - 12p =0
p=9 p=9
h) -x*=px +16
X*+px+16=0
16=<B)2 b*—4ac=0
2 (p)*-4(1)(16)=0
p’=64 p>=64
p=18 p=18

No es necesario que el estudiante resuelva de las dos
maneras, se colocan ambos procesos para facilitar la
revision de las respuestas.
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1.10 Practica lo aprendido

1. Deduce la ecuacidn y grafica la pardbola con el foco y la directriz indicada en cada literal.

1 1
3 F0,=2), y=2 0 F(0,55), v =55

. Determina la ecuacidn de la pardbola desplazada & unidades horizontalmente y k unidades verticalmente,
en cada literal.

a)y=4x2,h=—2'k=4 b)y=—2x2,h=—3,k=—3

. Completa cuadrados perfectos en las siguientes expresiones algebraicas.

a) x*—10x b) x?—4x -9 c)-3x*+6x—2

. Grafica las siguientes pardbolas en el plano cartesiano.

a) y = —2x2 b)y—1=—(x+2)? c)2x*+4x—-y=0

. Determina las coordenadas del vértice, el foco y la directriz de cada parabola.

a)y=%x2 b) y +3=2(x +5)> €)3x2-12x+7-y=0

. Determina los puntos de interseccion entre la parabola y la recta de cada literal. Grafica en el plano car-
tesiano.

a) [y=-a2+2 b) [y=a?+2x+1 o [y=-x2
y=4x-3 y=-3x-3 x=-2

. Determina el valor (o valores) del parametro p en cada ecuacién, para que la recta sea tangente a la pa-
rabola respectiva.

a) [y=x?-4x+5 b) [y=-9x*-6x-2 c) [y=4x
y=2x+p y=6x+p y=px-1

. Determina la ecuacién que corresponde a la grafica de cada literal.

a) y b) y
\ / —
6 © _—
4 V
A\ / 3
\
2 2 —
1 1
o o 7 5 % -1 o ) 7 5 %
1 1




Indicador de logro:

1.10 Resuelve problemas correspondientes a la parabola.

Solucién de problemas:

1a) Elvalor p =—-2, entonces la ecuacion de la parabola

1 ., 1
es: = =— =2,
Y=a* T 8¥
Yy
1
V A
[ 3 o~ 2 3
-1
—2eF
1 _ 1 o1 5 2
1b) El vanrp=1—2, entoncesy——lx =TX = 3x°.
4—) z
12 3

2a) y—4=4(x—(-2))?>, obieny =4(x + 2)*+ 4.
2b) y — (-3) =-2(x — (-3))%, o bieny =-2(x + 3)*—3.
3a) x? — 10x + (5)>— (5)2 = (x - 5)*— 25

3b) x> —4x +(2)*-(2)’-9=(x-2)*-13

5a) y=5 2*:V (0,0), p=2,F(0,2),y =-2.

5b) y + 3= 2(x +5): V (-5,-3), p =+, F(—S, —%)
=_25
y=-2.
1

5c)y=3(x—2)2—5:V(2,—5),p=—,F(z,—59),
_ 61 12 12
Y=gy

6a) —x>+2=4x-73
x*+4x-5=0
(x—1)(x+5)=0
x=1lox=-5
y=4(1)-3=10y=4(-5)-3=-23
Los puntos de interseccién son (1, 1) y
(=5, =23).

6b) Los puntos de interseccion son (-1, 0) y
(_41 9)

6¢c) Solamente hay un punto de interseccion,
el (-2,-4).

7a) x*-4x+5=2x+p
X*—6x+5-p=0

3c)-3x*+6x—-2=-3(x*-2x+(1)>- (1)) -2 Completando Discriminante
==3(x—-1)2+3-2=-3(x—-1)2+1 cuadrados. igual a cero.
5—p=(£)2 b*—4ac=0
4a) y=-2x> 4b)y-1=—(x+2)* 4c)y=2(x+1)>-2 2 (~6)2—4(1)(5-p) =0
y y y p=5-9 4p=-16
/\V V p = _4 p = _4
3 X DNEE I/ 7b) -9 -6x-2=6x+p 7c)p=t4
=1 € B -2 - >X 2 9x2 + 12x +2 +p = 0
2 o1 1 b>-4ac=0
3 -2 —— >X (12)*-4(9)(2+p)=0
A\ 36p=72
_4 .
p=2
-5 =2
v 8a) Es la pardbola y = x* desplazada 3 unidades
- a la derecha y 1 unidad hacia arriba, por lo
¥ tanto, la ecuaciéones: y—1 = (x — 3)%

8b) Es la parabola x = y* desplazada 4 unidades
hacia arriba, por lo tanto, la ecuacién es:
x=(y—-4)~
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1.11 Aplicaciones de la parabola*

Problema inicial ~N
Unaantena parabolica de un canal de televisién - ~
de cultura de El Salvador tiene 160 centimetros Una forma parabdlica es un cuerpo
de didmetro y una altura de 20 centimetros, si geofnemco’ y resulta de girar una

parabola alrededor de su eje.
se desea reparar el foco de la antena que se
dafid con la lluvia, éa qué distancia del centro /
del disco debe colocarse el nuevo foco de la
antena parabdlica?
. J

N\ J

Solucién
Modelando la situacién en el plano cartesiano, por conveniencia se pue-

L 2

de utilizar una parabola de la forma y = %)xz. F
Entonces, como la parabola tiene ancho de 160 cm, se puede considerar
la distancia desde el punto —80 hasta el punto 80 sobre el eje x. % y
Y dado que la altura es 20 cm, se puede considerar la distancia desde el
punto 0 hasta el punto 20 sobre el eje y.
Entonces, la ecuacion de la parabola es de la forma y = %)xz y pasa por los puntos (—80, 20) y (80, 20).
Para determinar p, se puede sustituir el punto (80, 20) en la ecuacién, asi:

20 =$ 80% Resolviendo la ecuacion.

_80° _

DP=g5= 80
Luego, las coordenadas del foco son F(0, 80).
Por lo tanto, el nuevo foco de la antena parabdlica debe estar a 80 cm de distancia del vértice.

Conclusién
En una parabola, el foco cumple una propiedad reflectora impor-
tante: tomando cualquier linea desde el foco, esta serd reflejada en
una misma direccion, y también al recibir una linea paralela al eje,
esta sera reflejada hacia el foco. Esto vuelve a la parabola muy util
para su aplicacién a objetos de la vida cotidiana, como la antena
parabdlica.

*

Problemas.w

1. Una antena parabdlica que emite sefial de internet tiene desperfectos, su foco B3 emy

no irradia correctamente la sefial, al cambiarlo es necesario saber a qué distancia N\ | ]

del centro del disco estaba. Determina dicha distancia si se sabe que el diametro A

del disco es de 1 metro y su altura es de 0.5 metros. Y >\

eif 1 12cm
1

2. Un espejo para un telescopio reflector tiene la forma parabdlica de 12 cm de :

diametro y 3 cm de profundidad, éa qué distancia del centro del espejo se con- !

centrara la luz entrante?

%

12



Indicador de logro:

1.11 Utiliza la propiedad reflectora del foco para resolver problemas de aplicacién sobre objetos parabdlicos.

Propésito:
Después de abordar los conceptos basicos sobre En las soluciones a los Problemas, los estudiantes
la pardbola, se pueden analizar y resolver algunos deben modelar una situacién a partir de concep-
problemas sobre aplicaciones a la vida real, basa- tos matematicos, para resolverlos matematica-
dos fundamentalmente en la propiedad reflecto- mente y luego interpretar la respuesta obtenida
ra de la parabola. Esta clase tiene asterisco, lo que para dar solucién al problema original.
indica que el docente debe dar mayor apoyo a sus
Kestudiantes. AN )
Solucién de problemas:
1. La parabola tienelancho de 1 metro, se puede considerar la distancia J
desde el punto —= hasta el punto = sobre el eje x. !
2 2
| G
’ /4
Y dado que la altura es 0.5 metros, se puede considerar la distancia desde 213 I
el punto 0 hasta el punto % sobre el eje y. e
4
Entonces, la elcualcic')n dle Iz; parabola es de la forma y =$xz y pasa por ¢ T X
los puntos (—_ _) (_ _).
P 27 2) Y 372 -
Para determinar p, se puede sustituir el punto (7 , 5) en la ecuacién, asi:
1_1 /(1Y . L
—=—|=] resolviendo la ecuacién.
2 4p\2
__2 _1
b 42%) 8

Luego, las coordenadas del foco son F (O, %)

Por lo tanto, el nuevo foco de la antena parabdlica debe estar a 12.5 cm de distancia del vértice.

2. Se puede considerar una parabola que tiene ancho de 12 cm, donde J
se considera la distancia desde el punto —6 hasta el punto 6 sobre el
eje x, y la distancia del punto 0 al punto 3 sobre el eje y. 6

Entonces, la ecuacion de la parabola es de la forma y = A%)xz y pasa ®
por los puntos (-6, 3) y (6, 3). \ /

Para determinar p, se puede sustituir el punto (6, 3) en la ecuaciodn, asi: - ¥ 6

<N

3= %} (6)> resolviendo la ecuacion.

No es necesario obtener dos

p= 36 _ 3 puntos por los que pasa la
12 parabola, de hecho solamente
Luego, las coordenadas del foco son F (0, 3). se necesita uno, se colocan dos
puntos para efectos de representar
Por lo tanto, la luz se concentrara a 3 cm de distancia del vértice. graficamente el problema.
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1.12 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de pardbola. Modela cada situacién en el plano cartesiano.

1. En la escuela de Maria hay un problema de iluminacidn por las no- I 60 cm |
ches, y para mejorar la situacién, Maria planea construir una lam-
para parabdlica movil para el vigilante. Para ello cuenta con un reci-
piente parabdlico de 60 centimetros de diametro y 75 centimetros
de altura. é¢A qué distancia del centro del disco debe colocar Maria
el foco para que refleje la luz en una sola direccidn?

2. El reflector de un proyector tiene forma parabdlica, con la fuente de luz en el foco. Si el reflector mide 12
centimetros de didmetro y 8 centimetros de profundidad, ¢a qué distancia del vértice estd el foco?

3. En la comunidad de Antonio se quiere instalar un sistema de alarmas, en
caso de cualquier emergencia. Antonio debe construir algunos parlantes
parabdlicos, si el recipiente parabdlico tiene 24 cm de didmetro y 9 cm de
profundidad, ¢dénde debe ser colocada la bocina para que emita el sonido
en la misma direccion?

4. José va de viaje de campo con su familia al Parque Nacional Monte-
cristo, ya que no desea contaminar, evita utilizar lefia para cocinar, en
cambio, lleva un recipiente parabdlico de metal, de modo que refleje
los rayos solares en un punto fijo (el foco). Determina a qué distancia
del vértice del recipiente debe colocar José la parrilla para cocinar, si
este tiene 1 metro de didmetro y 0.25 metros de altura.

5. Un plato receptor de sonido, que se emplea en eventos sobre la equidad de género, esta construido en
forma parabdlica con su foco a 12 cm del vértice, si en uno de estos eventos se dafid el plato y en los re-
puestos tienen de todas alturas pero de anchura solo hay de 8 cm, ¢de qué altura debe ser el recipiente
parabdlico para que el plato receptor de sonido funcione idéneamente?

N\ J

@

10




Indicador de logro:

1.12 Resuelve problemas de aplicacidn de la parabola.

Solucién de problemas:

1.

Este problema es muy parecido a los resueltos en la clase anterior, la ecuacion de la parabola es de la
forma y = 4le y pasa por los puntos (-30, 75) y (30, 75).
/4

Para determinar p, se puede sustituir el punto (30, 75) en la ecuacion, asi:

75 =Z%)(30)2 resolviendo la ecuacion.

2
30 =3

p= 4(75)

Luego, las coordenadas del foco son F (0, 3).

Por lo tanto, el foco debe colocarse a 3 cm de distancia del vértice.

. Considerando la pardbola es de la forma y = %}xz gue pasa por los puntos (-6, 8) y (6, 8).

62 _9
48) 8

Determinando p: 8 = %}(6)2 , entonces, p =

Por lo tanto, dicho foco debe estar a %cm del vértice.

. Considerando la pardbola es de la forma y = %}xz gue pasa por los puntos (-12,9) y (12, 9).

122 _

; .g-1 2 =12 -
Determinando p: 9 = 4p(12), entonces, p 209)

Por lo tanto, dicho foco debe estar a 4 cm del vértice.

.Considerando la parabola es de la forma y = %)xz que pasa por los puntos (—%, %)y (% ,%).

1

2
. 1_1 4
Determinando p: n = 47) (l) , entonces, p = m = T

2

Por lo tanto, la parrilla debe colocarse justo encima del recipiente parabdlico, es decir, a 0.25 cm del
vértice.

. , 1 . . .
. Considerando la parabola es de laformay = E)xz, puesto que este problema brinda la distancia del foco

al vértice, se tiene el valor de p = 12, y se tiene el valor de x, el cual seria igual a la mitad de la anchura,
es decir x = 4.

Para determinar la altura, basta con encontrar el valor de y:

1.2 1 2 4?
= —x = — =
YEY Ta " Ty

1
3

por lo tanto, la altura para que el plato receptor de sonido funcione idéneamente debe ser de aproxi-

madamente % cm.

En esta clase de aplicaciones de la pardbola, los problemas se resuelven matemdticamente
haciendo un procedimiento muy parecido, el enfoque principal es ver todas las posibles
aplicaciones, mas que la variacién en el procedimiento. Unicamente el problema 5 varia un
poco en su resolucién, pues no se tienen las coordenadas de un punto, solamente el valor del
pardmetro y la coordenada en x.
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Prueba del primer periodo
Matematica, segundo afio de bachillerato

Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ |masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 90
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Resuelve cada ecuacion.

a)3x*+6x2-45=0 b) VaZ+5x—Vx=x

[Respuesta a): J [Respuesta b): J
gt -2 __ 5

x+2 3x—1 3x2+5x—2

[Respuesta c): J

2. Calcula el valor del punto, para a), y las coordenadas del punto, para b), sobre el segmento AB que lo di-
vide en la razén dada.
a) Razoén 2:3, A(-5) y B(4) b) Razoén 2:5, A(-1, -3) y B(3, 5)

[Respuesta a): J [Respuesta b): J

3. Encuentra la ecuacion de la recta con pendiente m = 4 y que pasa por el punto (3, -1).

Respuesta:




4. Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (-2, —3) y (4, 1). Escribela en la forma general,

Respuesta:

5. Calcula el punto de interseccion de las rectas 2x + 3y =4y 4x—y = 8.

Respuesta:

6. Determina si la recta que pasa por A(-2, 5) y B(4, 1) es perpendicular a la recta que pasa por P(-1, 1) y

Q(3, 7).
[Respuesta: J

7. Los puntos A(0, 0), B(b, 0) y C(c, d) son los vértices_de ﬂtriéngulo, b, ¢, d positivos. Demuestra que el
segmento que une los puntos medios de los lados AC y BC del tridngulo ABC es paralelo al tercer lado.

8. Demuestra que los puntos A(2, 4), B(7, 3), C(6, -2) y D(1, —1) forman un cuadrado.



9. Calcula la distancia del punto P(2, 1) alarecta [: y = 3x — 1.

Respuesta:

10. Deduce la ecuacién de la parabola con foco F(-2, 0) y directriz x = 2.

Respuesta:

11. Determina la ecuacién de la parabola desplazada 2 unidades horizontalmente y =1 unidades vertical-
mente a partir de y = -3x2.

Respuesta:

12. Determina el vértice y el foco de la pardbola 2x*—8x + 5+ y = 0.

Respuesta. Vértice:

Foco:

13. Los puntos A(2, =2), B(=8, 4) y C(5, 3) son los vértices de un tridngulo rectangulo, con BC la hipotenusa.
Demuestra que el punto medio de la hipotenusa equidista de los tres vértices.

14. Sean A_(O, 0), B(2, 0), C(3, 2) y D(1, 2) los vértices de un paralelogramo. Sean M y N los puntos medios de
AD y BC, respectivamente.

a) Determina las ecuaciones de las rectas que pasan por los puntos By M, por Dy Ny por Ay C.



b) Demuestra que MB y ND dividen en tres partes iguales a la diagonal AC.

15. Determina la ecuacién de la recta que es tangente a la parabola 16y = x? y es perpendicular a la recta
2x+2y+7=0.

[Respuesta: J

16. Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico del punto que se mueve de tal manera que su
distancia de larecta [: 4x— 3y + 12 = 0 es siempre igual al doble de su distancia al eje x (dos soluciones).

[Respuesta: J




Descripcion de la prueba:

La prueba consta de 20 items, tomando cada literal como un item, 15 son de conocimiento, 3 de aplicacidn
y 2 de razonamiento. Los primeros 15 items son de conocimiento, los items 13, 14a) y 15 son de aplicacién
y los items 14b) y 16 son de razonamiento. Se indica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se
asigna punto parcial al desarrollar el problema hasta donde esta el asterisco (*).

@ Sugerencia Metodoldgica



Sugerencia Metodoldgica



La circunferencia

2.1 La circunferencia

Problema inicial
L Deduce la ecuacion que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al origen O(0, 0) es

igual a 3.
Solucién y

Se identifican en particular los puntos A(3, 0), B(0, 3) que cumplen la N

condicidn. 4

. B
Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicion y
utilizando la distancia entre dos puntos. 2 d
3
d(P,0)=3 4
A A

\V(x—=0)>+(y—0)2 =3 elevando al cuadrado,
x*+y*=9.

Por lo tanto, la ecuacion que determina el lugar geométrico es:
X2+ yz =32

Definicion
El lugar geométrico de los puntos cuya distancia r a un punto fijo lamado centro se mantiene constante se
conoce como circunferencia.

La ecuacion que determina la gréfica de una circunferencia con centro en el origen del plano cartesiano y
con radio r esta dada por: x* + y? = 2.

Ejemplo 1

Determina la ecuacidn de la circunferencia con centro en el origen y de radio 4.

La ecuacion es, x* + y*> = 420 bien, expresado de otra manera, x* + y* = 16.

Ejemplo 2
Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinada Y
por la ecuacion x* + y* = 4.

Expresando la ecuacion x? + y* = 4 como x? + y* = 2%, es una circunferen-
cia con centro en el origen y radio 2.

~

b
Problemasv
1. Deduce la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen con el radio dado en cada literal.

ayr=1 b)r=6 c)r=% d)r=% e)r=+5

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

55,

. _/

®

a)x’+y*=25 b) x* + y* =100 c)x2+y2=% d)x*+y*=3




Indicador de logro:

2.1 Deduce y grafica la ecuacién de una circunferencia con centro en el origen y radio dado.

Ahora que se ha visto la parabola, se continda
con la circunferencia; se da inicio con la parabola,
pues para trabajar la ecuacién general es la Unica
en donde solo se completa cuadrados perfectos
una vez, ahora en la circunferencia serd necesario
completar cuadrados tanto para x como para y.

Propésito:

En el Problema inicial se pretende encontrar la
ecuacién candnica de una circunferencia particu-
lar y a partir de ella inducir que la ecuacidn cano-
nica de la circunferencia es x> + y* = r?, se prosi-
gue de esta manera pues para la circunferencia
es inmediato analizar que el valor constante de la

Kecuacic’m cambia segun el valor del radio.

.

Solucién de problemas:

/ /

1a) x* + y>=1*o bien x* + y* = 1. 1b) x* + y* = 62 0 bien x> + y*> = 36.

1 : . 2 2 — l ? H 2 2 — 1
1c)x2+y2=(5)ob|enx2+y2= 1d) x* +y*=(3)] obienx’+y* =3 .
En 1c) y 1d) se pueden considerar validas las ecuaciones 4x? + 4y*> =1

y 9x% + 9y = 1, aunque no es muy habitual expresarlas de esa manera
para el caso de la ecuacidn candnica de la circunferencia.

1e)x2+y2=\/§20bienx2+y2=5.

2a) Se calcula el valor de r: 2b) r =+100= 10, es una circunferencia de centro

r=+25=5. (0, 0) y radio 10.
Es una circunferencia de centro (0, 0) y radio 5.
Y y

"N

Si el espacio en la
pizarra o el cuaderno es
< sy demasiado limitado, se
- (0] puede optar por escalar
el plano cartesiano
segln convenga de 2 en

2,3 en 3, etc.

A4

<KVJ |

2d) r =3, es una circunferencia de centro (0, 0)
y radio V3. y

N 4
2
La grafica del problema
2d) es aproximada, por
el valor irracional del
radio.

o
A
) = 7
QJ
N
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2.2. Desplazamientos paralelos de la circunferencia*

Problema inicial
L Deduce la ecuacién de una circunferencia con centro en el punto C(2, 3) y radio 1.

Solucién 1
Tomando en general los puntos P(x, ) que cumplen la condicién y utilizando la distancia entre un punto P

y el punto C(2, 3). d(p,C)=1

V(x—2)2+(y—3)> =1 elevando al cuadrado,

» (x=2)2+(y-3)2=1.

Solucién 2
Tomando la ecuacion de la circunferencia de radio 1, con centro en y

el origen, x> + y*> = 1.

. . . C
Entonces, la circunferencia de radio 1 y centro C(2, 3) resulta de 3
desplazar la circunferencia con centro en el origen, 2 unidades a 5
la derechay 3 unidades hacia arriba (como lo muestra la figura).
La ecuacion de la circunferencia desplazada 2 unidades a la dere- SR S R R

chaes: (x —2)2+y*=1. >

Ahora, la ecuacion de la circunferencia desplazada 3 unidades ha-
ciaarribaes: (x -2+ (y—-3)>=1.

Por lo tanto, la ecuacion de la circunferencia con centro en el pun-
to C(2,3) yradio 1 es: (x—2)>+ (y—3)2=1.

Conclusién
La ecuacion que determina la grafica de una circunferencia con centro C(A, k) y radio r esta dada por:
(x=h)+(y—k)?=r?

Ejemplo 1
Determina la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, —1) y radio 2.
La ecuacion es, (x —2)* + [y — (—1)]* = 220 bien, expresado de otra manera, (x —2)* + (y + 1) = 4.

Ejemplo 2

Grafica en el plano cartesiano la figura (o lugar geométrico) determinado por
la ecuacion: (x +1)?+(y—1)’=4

Expresando la ecuacion (x + 1)>+ (y — 1)> =4 como [x — (-1)]* + (y — 1)* = 2,
es una circunferencia con centro C(-1, 1) y radio 2.

*
Problemas,

1. Para cada literal deduce la ecuacion de la circunferencia con centro en el punto Cy radio r.
a)C(4,1), r=3 b) C(-2,5),r=2 c)C(3,-4),r= % d)C(-2,-2), r= V6

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

a)(x=3)+(y—-1?=9 b)(x—4)P2+(y+3)*=25 c)(x+3)2+(y—4)2=% d) (x+1)*+(y+1)*=5

®




Indicador de logro:

2.2 Encuentra y grafica la ecuacién de una circunferencia cuyo centro es un punto diferente del origen.

En esta clase serd necesario aplicar lo aprendi-
do en la leccion anterior sobre desplazamientos
paralelos, ademas de la ecuacién de la circunfe-
rencia, vista en la clase anterior. Esta clase tiene
asterisco, lo que indica que el docente debe dar

Kmayor apoyo a sus estudiantes.

/

Solucién de problemas:

Propésito:

La Solucién del Problema inicial presenta dos op-
ciones, puesto que el estudiante puede deducir
la ecuacidn a partir del concepto de distancia, o
bien utilizando desplazamientos paralelos, y am-
bas opciones son igualmente correctas.

-

/

1a) (x—4)*+(y—1)’=3%0bien (x—4)*+(y—1)>=9. 1b)(x+2)*+(y—5)>=2%0bien (x +2)*+(y—5)*=4.

1c) (x =3)*+(y +4)* = (%)zo bien (x —3)*+ (y +4)* =

2a) Centro (3, 1) y radio 3.

Y

N

4

I

A

2c) Centro (-3, 4) y radio %

>

4

1d) (x +2)°+ (v +2)? =\/§2 obien (x+2)?+(y+2)*=6.

2b) Centro (4, —3) y radio 5.

J

”AN

1

S

"N

123456 7 8\9
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2.3 Ecuacion general de la circunferencia

Problema inicial

L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacidon x> + y> + 4x -2y + 1 =0.

Solucién
Completando cuadrados para expresar la ecuacién en la forma (x — h)? + (y—k)> = r%

x*+y*+4x—-2y+1=0 reordenando y agrupando, 9’
(x> +4x)+(y* —2y)+1=0 completando cuadrados, 3
(®+4x+4)-4+(y* -2y+1)-1+1=0 simplificando, c
(x+2)2=4+(y—1))-1+1=0 transponiendo, !
(x+2)2+(y —1)2=4 expresado de otra manera, 3 2 /o 1 ¥
(w- (2P + (v -1 =2%

Por lo tanto la figura determinada por la ecuacién x*> + y? +4x -2y +1=0
es una circunferencia con centro C(-2, 1) y radio 2.

Conclusién
Una circunferencia puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacion (x — h)? + (y — k)? = r?
y dejando la ecuacidn igualada a 0.

En general, para determinar el centro y el radio de una circunferencia con ecuacion x?+ y*+cx+dy +e=0,
se completan cuadrados perfectos en x y y, se expresa en la forma (x — A)? + (y — k)? = r2. A la ecuacion de
la forma x? + y2 + cx + dy + e = 0 se le llama ecuacién general de la circunferencia.

Ejemplo
Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacidn 4x* + 4y*— 16x + 8y + 19 = 0.
4x* +4y>—16x+8y+19=0 dividiendo por 4 cada miembro, y
X*—Ax+y*+2y+ % =0 completando cuadrados, 2

(x=2)—-4+(y+1)2-1+ % =0 simplificando y transponiendo,

(x=2)2+(y +1)2= % expresado de otra manera, 4 @
_9) e = (LY -
(-2 +(y - (1) = (2]

Es una circunferencia con centro C (2, —1) y radio %

»
Problemas.\ﬁ

En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano car-
tesiano la figura que corresponde a cada ecuacion.

a)x*+y*—4x—4y-8=0 b)x*+y?+2x—-2y—-2=0 c)x*+y*—6x+8y+16=0
d)x?+y*+6x+4y+4=0 e)x’+y’ =10y +9=0 f)x*+)*+6x+8=0

g)dx*+4y>-32x—-16y+71=0 h) 9x? +9y*+54x + 18y + 74 =0

:

®



Indicador de logro:

2.3 Determina el centro y el radio de una circunferencia a partir de su ecuacion general y traza su grafica
en el plano cartesiano.

Propésito:
Utilizando el procedimiento para completar cua- El criterio de dificultad de los Problemas esta
drados perfectos, es posible transformar la ecua- dado por el conjunto al que pertenece el radio
cion general de la circunferencia a la forma de la de la circunferencia, si es entero o fraccién, como
clase anterior, para luego graficarla en el plano también si el desplazamiento es al primer, segun-
cartesiano. ) do, tercer, cuarto cuadrante o un eje coordenado.
Solucién de problemas:
a)(2—4x+22)+(y*—4y+2?)=8+22+2? b) (x?+2x +1%) +(y> —2y+1?)=2+12+1°
(x=22+(y-2)2=16 (x+1)2+(y-1)*=4
Centro (2, 2) y radio 4. Centro (-1, 1) y radio 2.
Y
< X
c)(x>—6x+3%) +(y*+8y+4%)=-16 + 32+ 4? d) (x®+6x+32)+(y?+4y+2%)=-4+32+22
(x=3)*+(y+4)*=9 (x+3)2+(y+2)?2=9
Centro (3, —4) y radio 3. Centro (-3, -2) y radio 3.
-X No se consideran problemas y
1 con desplazamientos fraccio- /\ T
¢ 3% narios, puesto que es muy f *X
1.t 23456 complicado el proceso para
-2 completar cuadrados, y no es .C
= el objetivo de la clase. En los
—4 *C Ultimos problemas es nece-
-5 sario hacer la gréfica, no se
—6 muestra en esta pagina por -
-7 cuestion de espacio. v
e)x’+(y*— 10y +5°)=-9+5? f) (x> +6x+3%)+y*=-8+32
(x—-0)2+(y-5)2=16 (x+3)2+(y-0)2=1
Centro (0, 5) y radio 4. Centro (-3, 0) y radio 1.
g)4(x*—8x +42) +4(y* -4y +22) =71 + 4(4%) + 4(2%) h) 9(x* + 6x + 32) + 9(y* + 2y + 12) =74 + 9(32) + 9(1?)
(x-42+(y-20=3 (c+3)+(y+1)2= T
Centro (4, 2) y radio % Centro (-3, -1) y radio %.
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2.4 Recta tangente a una circunferencia*®

Problema inicial
L Demuestra que la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x* + y* = r? en el punto P(x,, y,) estd dada

por:x,x+Yy,y=r2

Solucién e XLl
El punto P(x,, y,) satisface la ecuacion x> + y,2 = r. - yer
Six,=0, entonces y,=r oy,=-r. Larecta tangentees:y=roy=-ry o
se cumple que: y, y =1 = 2%
Por lo tanto, la ecuacidn de la recta tangente estd dada por: x,x + y,y = r% — y=-r
Siy,=0, se procede andlogamente.
— y
Six,#0yy,# 0, el radio OP es perpendicular a la tangente en el punto P,
ademds la pendiente de OP es % por lo tanto, la pendiente de la recta L P,y
tangente es: m = — =, ' / o
Y 0 x
=T
Aplicando la ecuacién punto-pendiente con m y P: \Jr
y=y,= —%(x—xl) multiplicando por y, y simplificando: x,x+y,y=xl+y: =r% -

Por lo tanto, la recta tangente a la circunferencia x? + y* = r? en el punto P(x,, ,) estd dada por la ecuacion:
XX +yy=r?

Conclusién
La ecuacion de la tangente en el punto (x,, y,) de la circunferencia x* + y> = r? es x,x + y,y = % Por ejemplo,
para determinar la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x* + y> = 2 en el punto P(-1, 1), se puede
hacer de la siguiente manera:

—lx+1y=2, obienx—y+2=0.

Ejemplo

Determina la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia (x — 4)? + (y + 3) =5 en el punto P(2, —4).

La circunferencia (x — 4)% + (v + 3)* =5 es la circunferencia x? + y? = 5 desplazada y\

4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo, entonces se puede calcular la recta

tangente a la circunferencia x* + y> = 5 pero en el punto P desplazado 4 unidades

a laizquierda y 3 hacia arriba, es decir, en el punto P’'(2 -4, -4 + 3) = P’(-2, -1). m

Ahora aplicando el resultado del Problema inicial, la recta tangente m sera: < >X
—2x+ (-1)y=5,0bien2x+y+5=0. =~

Y desplazando la recta 4 unidades a la derecha y 3 hacia abajo: P
2(x—4)+(y+3)+5=0,0bien2x+y=0. d 4

Por lo tanto, la recta tangente [ a la circunferencia (x —4)? + (y + 3)> =5 en el punto P(2, —4) es: 2x + y = 0.

b
Problemas.w
Para cada literal determina la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia en el punto P.

a) x>+ y* =25, P(-3, 4) b) x*+y*=5, P(1, 2) c) x?+y*=13,P(2,-3)
d) x* + =10, P(3, -1) e)x’+y*=1,P(-1,0) f)x*+y2=9, P(0,-3)
g)x*+(y—4)*=2,P(-1, 3) h) (x +3)2+ (y+1)*=4, P(-1,-1) i) (x—=2)2+(y+3)2=17,P(3, 1)
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Indicador de logro:

2.4 Deduce la ecuacién de la linea recta tangente a una circunferencia en un punto dado.

Propésito:
Una vez abarcados los conceptos basicos sobre Esta clase provee un resultado muy practico (mas
circunferencia, se puede abordar lo correspon- facil que el método utilizado para la clase 1.9)
diente a las rectas tangentes a una circunferencia; para deducir la ecuacién de la recta tangente a
esta clase es una demostracion un poco compleja, una circunferencia, lo cual puede resultar muy util
y por ello tiene asterisco, por lo cual necesitara dado que las rectas tangentes a una circunferen-
Kmayor apoyo por parte del docente. ) Kcia poseen gran interés y son muy importantes. )

Posibles dificultades:

En la demostracién, la idea es considerar dos casos: uno, cuando alguna de las coordenadas del punto de
tangencia es cero, en donde se sabe que el radio puede ser vertical u horizontal, y puesto que de séptimo
grado se conoce que la recta tangente es perpendicular en el punto de tangencia, las rectas deben ser
horizontales o verticales, como se muestra en la primera figura de la pagina; en el segundo caso se puede
aplicar la ecuacion de la linea recta y analizar las condiciones de perpendicularidad vistas en la unidad 2 de
este grado. Comprender esta tematica puede resultar muy dificil para los estudiantes, aunque el indicador
Kde logro estd basado Unicamente en aplicar el resultado a casos pariculares.

J
Solucién de problemas:

a) Se verifica que el punto pertenece a la circun-  b) Se verifica que el punto pertenece a la circun-
ferencia: (-3)? + 4% = 25. ferencia: 12+ 22 =5.
Entonces la ecuacién de la recta tangente en el Entonces la ecuacion de la recta tangente en el
punto P seria: punto P seria:

—3x+4y=250bien3x—4y+25=0. lx+2y=50bienx+2y—-5=0.

c)2x+ (-3)y =13 o bien 2x-3y—-13 =0. d) 3x+(-1)y =10 o bien 3x—y-10=0.

e) (-1)x + (0)y =1 o bien x=-1. f) (0)x + (—=3)y =9 o bien y =-3.

g) Se verifica que el punto pertenece a la circun- h) La circunferencia y punto desplazados son:

ia: (—=1)2 _ 2 —
ferencia: ( 1) + (3 4) =2. x2 +y2 - 4’ PI(_l + 3, -1+ 1) — P'(Z, 0)’
Se traslada la circunferencia al origen y se despla- la recta tangente seria: 2x + (0)y = 4, o bien x = 2.

za el punto P 4 unidades hacia abajo. .
La recta tangente en su lugar original es:
x?+y*=2,P'(-1,3-4)=P'(-1,-1) (x+3)=2o0bienx=-1.

La recta tangente en P’ seria: (—1)x + (=1)y = 2. i) La circunferencia y punto desplazados son:
xX*+y*=17,P'(3-2,1+3)=P’(1, 4),

la recta tangente seria: 1x + 4y = 17.

Y se desplaza a su lugar original (4 unidades ha-
ciaarriba):—=x—(y—4)=2obienx+y-2=0.

En todos los problemas siempre es necesario verificar que
el punto pertenece a la circunferencia, también hay que in-
tentar que los estudiantes comprendan cémo se desplaza
y cual debe ser el desplazamiento del punto de tangencia.

La recta tangente en su lugar original es:
(x=2)+4(y+3)=170bienx+4y-7=0.
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2.5 Rectas secantes a una circunferencia

Problema inicial
L Determina los puntos de interseccion de la circunferencia x* + y*=5 con larecta 3x +y +5=0. }

Solucién
La interseccidon es un punto que estd en la recta y también en la
circunferencia, entonces encontrar los puntos de interseccion entre
una circunferencia y una recta equivale a resolver el sistema de

ecuaciones:

Utilizando el método de sustitucion, despejando y en la ecuacidn (2).
y=-3x-5

Sustituyendo en la ecuacién (1) y resolviendo:
x*+(-3x-5)*=5
x> +9x?+30x+25-5=0
10x2+30x+20=0
x*+3x+2=0

(x+1)(x+2)=0

x=-10x=-2

Entonces las coordenadas en x de los puntos donde se intersecan la rectay + 3x + 5 =0y la circunferencia
x*+y*=5sonx=-1y x=-2,ylacoordenada en y puede determinarse sustituyendo cada valor de x en
la ecuacion (2):

Six=-1, entoncesy =-3(-1)-5=3-5=-2

Six=-2,entoncesy =-3(-2)-5=6-5=1

Por lo tanto, los puntos de interseccion son: (-1, -2) y (-2, 1).

Conclusién
Para determinar los puntos de interseccidén entre una recta y una circunferencia, se resuelve el sistema de

ecuaciones, una lineal y otra cuadratica, utilizando el método de sustitucion.

Si el sistema tiene dos soluciones reales, significa que la recta es secante a la circunferencia.
Si el sistema tiene una solucidn real, la recta es tangente a la circunferencia.
Si el sistema no tiene solucion real, significa que la recta no corta a la circunferencia.

El valor de y de los puntos (o punto) de interseccion se determinan sustituyendo en alguna ecuacion los
valores de las soluciones al sistema de ecuaciones que se resuelve.

P >
roblemas £
Determina los puntos de interseccién de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x’+y’=1L,x+y=0 b)x*+y*=25;x+y-1=0 C)x?+y2=5-x+y+1=0
d)x*+y*=13;x+5y-13=0 e)x*+y*=10;x-2y—-5=0 f)x*+y*=17;3x+5y—-17=0

k@ J
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Indicador de logro:

2.5 Encuentra las coordenadas de los puntos de interseccidén de una recta y una circunferencia.

Ahora que ya se ha estudiado la tangencia se pue-
de realizar una interpretacién de la resolucion de
sistemas de una ecuacidon cuadratica y una lineal,
estudiando los puntos de interseccién de una rec-

ta secante y una circunferencia.

Solucién de problemas:

a) Se resuelve el sistema:

x2+y2=1
x+y=0 - (2)

Despejando y de (2) y sustituyendo en (1):

X+ (—x)P=1

2x*=1
1
2 — —
Y =3
Sustituyendo x de (2) y encontrando y:
P2 o M2 o N2 N2
Slx—z,y- 2,S|x— S Y=

Por lo tanto, los puntos de interseccion son:

(-2

2’ 2 22

c) El sistema es: x*+y?=5 (1)
—x+y+1=0 ---(2)
La ecuacién cuadratica que se resuelve es:
x*—x-2=0.
Los puntos de interseccién son: (2, 1) y (-1, -2).

e) El sistema es: X+y?=10 - (1)
x—2y-5=0 --(2)
La ecuacidén cuadratica que se resuelve es:
y>+4y+3=0.
Los puntos de interseccion son: (-1, -3) y (3, —1).

Propésito:

El préposito de la seccién de Problemas es que el
estudiante se enfrente a los tres diferentes casos
gue se presentan en la Conclusion, intentando ir de
lo mas facil a lo mas complejo. En el Problema ini-
cial se plantea el problema geométrico a resolver.

b) Se resuelve el sistema:

x*+y*=25
x+y—-1=0 - (2)

Despejando y de (2) y sustituyendo en (1):
x*+(1-x)*=25
x*—x—-12=0
x=40x=-3
Sustituyendo x de (2) y encontrando y:

Si x=4,y=-3,six=-3,y=4.

Por lo tanto, los puntos de interseccidn son:
(4l _3) y (_31 4)

d) El sistema es: X +y =13 (1)
x+5y—-13=0--(2)
La ecuacidn cuadratica que se resuelve es:
y?-5y+6=0.
Los puntos de interseccién son: (-2, 3) y (3, 2).

f) El sistema es: X2+ y?=17
3x+5y-17=0
La ecuacidn cuadratica que se resuelve es:
x*—3x-4=0.
Los puntos de interseccion son: (4, 1) y (-1, 4).

En a), b) y c) se puede sustituir cualquier variable, y la dificultad es muy parecida en cualquier caso;
end)y e) se recomienda despejar la variable x, pues se hace mas sencillo el calculo, e intentar que
los estudiantes identifiquen eso; y en f) se puede despejar cualquiera de las variables, sin embargo
en cualquiera de los casos la resolucidn es un poco mas compleja que en los literales anteriores.

&
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2.6 Practica lo aprendido

1. Para cada literal deduce la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y el radio indicado.

a)r=2 b) r=v7

2. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.
a)x?+y*=16 b)x2+y2=%

3. Deduce la ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto Cy el radio r de cada literal.
a)C(3,-2),r=10 b)C(4,-3),r=3

4. Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por las siguientes ecuaciones.

a)(x+2)*+(y-3)=9 b)(x+1)2+(y+2)2=%

5. En las siguientes ecuaciones, determina el centro y el radio de las circunferencias. Grafica en el plano
cartesiano la figura que corresponde a cada ecuacién.

a)x?+y2—10x+6y+18=0 b) 4x? + 4y> + 24x + 16y + 27 =0

6. Determina la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia en el punto P de cada literal.

a) x>+ y?=10, P(-3, 1) b) (x —2)2+ (y +3)>=5, P(0, —4)

7. Determina los puntos de interseccién de las graficas determinadas por las ecuaciones de cada literal.

a)x*+y’=8x-y=0 b) x2+y>=20;3x-y-10=0

8. Determina la ecuacion de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x* + y? = 10 cuya pendiente es —3.

9. Determina la ecuacion de la recta (o rectas) tangente a la circunferencia x* + y? = 2 que pasan por el punto
P(2, 0).

Puedes graficar para comprender mejor la
situacion.

10. Demuestra que la tangente en el punto P(x,, y,) de la circunferencia (x — h)? + (y —k)? = r? es:
(x, = h)(x—h) + (y,—k)(y —k) = r*.




Indicador de logro:

2.6 Resuelve problemas correspondientes a la circunferencia.

Solucién de problemas:
1a) x> + y?> =22 o bien x* + y> = 4.
2
1b) x* + y* =7 obienx?+y?=7.

2a) Es una circunferencia de centro
(0, 0) y radio 4.

2b) Es una circunferencia de centro
(0, 0) y radio %

>

3a) (x —3)2+ (y +2)?=100
3b) (x —4)>+(y +3)*= %

4a) Centro (-2, 3) y radio 3.
4b) Centro (-1, -2) y radio %

5a) (x*—10x +5%) + (y*+ 6y +3%) =-18 + 5 + 3°
(x—5)2+(y+3)?=16
Centro (5, —-3) y radio 4.

Yy
11256735 63
>X

-1

A2

La recta tangente en su lugar original es:
—2(x—2)—(y+3)=50bien2x+y+4=0.

7a) El sistemaes: [x2+)?=8 ----- (1)
x-y=0 - (2)
La ecuacién cuadratica que se resuelve es:
x* =4,
Los puntos de interseccidon son: (2, 2) y (-2, —2).

7b) El sistemaes: [x?+y*=20  ----- (1)
3x-y—-10=0----- (2)

La ecuacidén cuadratica que se resuelve es:
x*—6x+8=0.
Los puntos de interseccion son: (4, 2) y (2, —4).

8. Se resuelve el sistema de ecuaciones:

X’ +y*=10 ----- (1)
y=-3x+b --—- (2)

Igualando el discriminante de la ecuacién
10x?—6bx+(b*—10) a0, se obtiene la ecuacion:
b? =100, con soluciones b = +10.

Lasrectassony ==3x +10yy =-3x —10.

9. Se considera la ecuacion de unarectay = mx + b.
Al pasar por (2, 0) se cumple que 0 =2m + b.
Se resuelve el sistema de ecuaciones:

Igualando el discriminante de

(m?*+ 1)x*—4m*x + (dm?*-2)
a 0, se obtiene la ecuacion: m? =1, con soluciones
m =11 lasrectassony=x-2yy=—-x+2.

5b) 4(x? + 6x + 32) + 4(y? + 4y + 22) = =27 + 4(3?) + 4(22) 10. Trasladando el centro de la circunferencia al ori-

(x+3)*+(y+2)*= 24—5
Centro (-3, -2) y radio %
6a) (—3)x+ 1y =10, o bien—-3x+y —-10=0.
6b) La circunferencia y punto desplazados son:
x2+y2=5,P'(0-2,—4+3)=P'(-2,-1).

La recta tangente seria: —2x—y = 5.

gen y trasladando el punto P, —h unidades hori-
zontalmente y —k verticalmente, se tendria:

x2+y2=r? P'(x,— h,y,—k).
Cuya ecuacién de la recta tangente en P seria:
(x,— h)x + (y,— k)y =12
Y trasladando a la posicién original:
(x, = A)(x=h) + (y, = k) (y —k) =12

Sugerencia Metodoldgica
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2.7 Aplicaciones de la circunferencia*

Problema inicial
El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque Bi-
centenario de esta ciudad; el terremoto afectd a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si la ciudad de
Antiguo Cuscatlan se ubica a 1 km hacia el oriente y 2 km hacia el sur del epicentro, entonces ¢fue afectada
por dicho terremoto?

Solucién
Representando la situacion en el plano cartesiano y ubicando el epi- y
centro en el origen del plano cartesiano. 10

Dado que el terremoto tuvo un alcance de 10 km a la redonda, se
puede modelar con la ecuacién de la circunferencia con centro en el
origen (epicentro) y radio 10, asi:

x?+y*=100

Epicentro
P

"N
N
S
R
S
K

Ubicando Antiguo Cuscatlan en el punto P(1, -2).

Con el grafico se puede observar que si el punto estd dentro de la
circunferencia entonces es afectado por el terremoto, y si esta fuera no. =

Analizando en la ecuacion, si se sustituye el valor de x y de y del punto P se tiene:
12+ (-2)?=1+4=5

El resultado es menor que 100 (5 < 100), si el punto fuera igual a 100 estaria en la circunferencia, y si fuera
mayor que 100 entonces estaria fuera de la circunferencia.

Por lo tanto, Antiguo Cuscatlan si fue afectado por el terremoto con epicentro en el parque bicentenario.

Conclusién
Es posible resolver algunos problemas de la vida cotidiana utilizando ecuaciones de circunferencias, para

ello es necesario modelar la situacion en el plano cartesiano, a partir de ello se puede interpretar la infor-
macién y dar solucidn a la situacion.

b d
Problemasw

1. El epicentro de un terremoto en El Salvador fue la ciudad de San Salvador, especificamente el parque
Bicentenario de esta ciudad; el terremoto afecté a todos los lugares a 10 km a la redonda. Si el volcan del
Boquerdn se ubica a 7 km hacia el poniente y 8 km hacia el norte del epicentro, entonces éfue afectado
por dicho terremoto?

2. Una avioneta de fumigacion vuela en circulos, y alcanza a fumigar hasta 13 m a la redonda, considerando
como centro la casa de un campesino. El terreno tiene 30 metros de largo por 20 metros de ancho, y la
casa del campesino se encuentra justo al centro del terreno. Determina si las plantaciones de frijol ubi-
cadas a 11 metros al poniente de la casa y 5 metros al sur, llegan a ser fumigadas por la avioneta.

3. En las fiestas patronales de San Salvador se coloca el juego mecdanico conocido como “la voladora”. Si
esta rueda apagada cubre un radio de 2 metros y los asientos cuelgan de cadenas de 1 metro de longi-
tud, determina si al ubicar la caseta de control a un metro al oriente y 3 metros al sur del centro de “la
voladora”, dicha caseta no sera impactada por la maquina al encenderse.

G




Indicador de logro:

2.7 Utiliza las propiedades y la ecuacidn de la circunferencia para resolver problemas del entorno.

Después de abordar los conceptos basicos sobre
la circunferencia, se pueden analizar y resolver al-
gunos problemas sobre aplicaciones a la vida real.
Esta clase tiene asterisco, lo que indica que el do-
cente debe dar mayor apoyo a sus estudiantes.

\_

Solucién de problemas:

Propésito:

En las soluciones a los Problemas los estudiantes
deben modelar una situacién a partir de concep-
tos matematicos, para resolverlos matematica-
mente y luego interpretar la respuesta obtenida
para dar solucién al problema original.

AN /

1. Representando la situacidn en el plano cartesiano y ubicando el epi-

centro en el origen del plano cartesiano, se puede modelar con la ~
ecuacion de la circunferencia con centro en el origen (epicentro) y 10

radio 10, asi:
x? +y?=100.

Ubicando al volcan del Boquerén en el punto P(-7, 8).

Analizando en la ecuacion, si se sustituye el valor de xy de y del punto
P se tiene: (-7)>+8*=49 + 64 = 113.

El resultado es mayor que 100 (113 > 100), si el punto fueraigual a 100
estaria en la circunferencia, y si fuera menor que 100 entonces estaria
dentro de la circunferencia, por lo tanto, el volcan del Boquerdn no fue
afectado por el terremoto con epicentro en la ciudad de San Salvador.

Epicentro

2. Se modela el alcance de la avioneta por la ecuacién de la circunferencia x> + y*> = 132, y sustituyendo
por el punto (-11, —5) en el que se ubican las plantas de frijol respecto de la casa del campesino, se
obtiene que: (—11)% + (-5)?> = 121 + 25 = 146 < 169, por lo tanto, las plantas de frijol son alcanzadas por

la fumigacion de la avioneta.

3. Puesto que la maquina tiene 2 metros de radio cuando estd apagada, y encendida puede llegar un metro
mas lejos, es decir, puede llegar a cubrir un radio total de 3 metros, esta situacién puede ser modelada
por la ecuacion de la circunferencia x? + y* = 3% y sustituyendo por el punto (1, —3) en el que se ubica la
caseta de control respecto el centro de la maquina, se obtiene que 1 + (-3)’=1+9=10>9, por lo tanto,
la caseta esta en una buena posicidén para no ser impactada por “la voladora”.

Estos problemas también pueden ser resueltos utilizando la formula de distancia entre dos puntos, sin
embargo, es mejor intentar que los estudiantes los resuelvan utilizando conceptos sobre circunferencia.
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La elipse

3.1 Actividad introductoria

Materiales
- 2 tachuelas - Hoja de papel vegetal
- Trozo de cuerda - Compas
- Lapicero - Plumédn

Actividad 1

1. Asegura los extremos de la cuerda
con lastachuelas sobre una superficie
adecuada.

Actividad 2

1. Dibuja una circunferencia lo mas
grande posible sobre el papel vege-

N

2. Toma la cuerda con la punta del lapicero hasta
tensarla, desliza el lapicero manteniendo la
cuerda tensada hasta llegar al punto donde
iniciaste. *

2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
guede exactamente sobre un punto de la circun-

A

tal. Y coloca un punto adentro de di- ferencia.
cha circunferencia.
l . \
. . N N/
3. Realiza el mismo proceso con puntos Vs N\
cercanos en la circunferencia hasta / \
llegar al punto donde se inicié. Ana- \\ /:
liza la figura formada. \ /
& . S

Definicion
La figura que queda marcada en ambas actividades es una elipse. Observa que cada punto de ella cumple
la condicion de que la suma de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene constante.

Preguntas
1. ¢Cudnto mide la suma de las distancias de un punto de la figura dibujada a cada tachuela?
2. ¢Coémo es la suma de la distancia de un punto a las dos tachuelas respecto de la longitud de la cuerda?
3. ¢Qué sucede si en la Actividad 2 el punto esta sobre la circunferencia?
4. ¢Qué sucede si en la Actividad 2 el punto es el centro de la circunferencia?
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Indicador de logro:

3.1 Identifica el lugar geométrico de una elipse.

La figura geométrica asociada con la elipse no es algo con lo que los estudiantes estén familiarizados (al
menos matematicamente) hasta la fecha, y por eso es necesario que logren identificar la figura que deter-
mina una elipse.

Propésito:

En la Actividad se espera que logren asociar la definicion geométrica con la figura que se forma de la elip-
se, para luego, al deducir su ecuacién candnica, quede claro que esta ecuacion define el lugar geométrico
de una elipse en la siguiente clase, para ello se proponen dos formas.

Materiales:

En la clase se utilizaran tachuelas (2 por estudiantes), trozo de cuerda, lapicero, regla, hojas de papel ve-
getal, compas y plumén (uno de cada uno por estudiante).

Solucién de problemas:
La figura que se forma en la actividad 2 también es una elipse, considerando la construccion se tiene que:

Si H es el punto de la circunferencia que se hace coincidir con el punto A, y P
es la interseccién del radio OH con la recta / del doblez, entonces se cumple
que d(P, A) = d(P, H), entonces d(P, O) + d(P, A) = d(P, O) + d(P, H) = d(O, H).

Si Q es otro punto del doblez (recta /) entonces d(Q, A) = d(Q, H), luego
d(Q,A)+d(Q, 0)=d(Q, H)+d(Q, O) >d(0, H) (por la desigualdad triangular).

Por lo tanto, la recta [y la curva solamente tienen en comun el punto P (/ es tangente a la curva en el
punto P).

1. Los estudiantes deben medir las distancias de un punto de la figura a cada tachuela y sumarlas, este
valor dependera de la longitud del trozo de cuerda.

2. Las distancias son iguales, en esta parte se espera que los estudiantes midan con la regla.

3. Este caso se puede analizar a partir de la explicacién de la actividad 2, cuando
A esta sobre la circunferencia, y al hacer coincidir con los puntos H, el doblez
(recta [) sera la mediatriz del segmento AH, y por propiedad esta recta pasa por
el centro de la circunferencia, luego el Unico punto que estd en todas las rectas
es el centro de la circunferencia, y no puede haber otro, por lo tanto, en este

caso la figura que queda determinada es un punto.

4. De manera similar, si el punto coincide con el centro de la circunferencia, entonces
para cada punto H de la circunferencia, el doblez (recta /) serd mediatriz del :
radio OH, y las mediatrices de todos los radios son tangentes a la circunferencia
de la mitad del radio de la circunferencia dibujada, por lo tanto, la figura que se

forma es una circunferencia de la mitad del radio de la original.
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3.2 La elipse*

Problema inicial

Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los Recuerda que el lugar geométrico que
puntos que cumplen que su distancia a un punto fijo F (-c, 0) cumple esta condicion es una elipse.
sumada con la distancia a otro punto fijo F (c, 0) es siempre igual

a2a,donde0<c<a.

&

Solucién
Tomando en general los puntos P(x, ¥) que cumplen la condicién y
utilizando la distancia entre dos puntos.

d(P,F)+d(PF,)=2a 7%
Vix+c)+(y=-0)2 +V(x—c)’+(y-0)? =2a v 0 = X
V= oF vy =20~ Nwr P 757
elevando al cuadrado: (x—c)P2+y> =4a2—da(x+c)>+y” +(x+c)*+)>, N2
simplificando: aV(x+c)?+y* =a*+cx,

elevando al cuadrado: a?[(x + ¢)? + ¥?] = a* + 2a%cx + 22,

>

N

~

simplificando: (@? = c)x? + a*y? = a?(a®? — ).

Dado que 0 < ¢ < @, se cumple que a*—c?>0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b?=a?—¢?,
donde b > 0. Sustituyendo en la Ultima igualdad:
b2 + a?y? = a?b?

2

2
Dividiendo por a*b? ambos miembros de la igualdad se puede expresar como: % +L =1,

bZ
Definicién —
La ecuacién que determina el lugar geométrico de una elipse esta dada por: % + % =1.

Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de la elipse, y tienen coordenadas: En la ecuacién de la elipse,
si a = b, el resultado es

Fl(_ Va2 - b?,0)y Fz(\laz -52,0). una circunferencia. Por lo
Y la suma de las distancias de un punto de la elipse a cada uno de los focos es 2a. | tanto la circunferencia es
un caso particular de la
elipse.

Ejemplo

Deduce la ecuacion de la elipse cuyos focos son F.(=3, 0) y F.(3, 0), y cumple que a = 5.
De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =3y a =5 por hipdtesis, para calcular b se tiene que:
a?—c? = b? entonces, b*=52-32=25-9=16 =42,

2 2 2 2
L +2L =1,0bien, T +L =1,

Por lo tanto, la ecuacion de la elipse es:
’ P 52 42 725 16

*
Problemasw

1. Deduce la ecuacién de las elipses de cada literal.
a)F(-4,0),F(4,0),a=5 b) F,(=2,0),F,(2,0),a=3 ¢)F,(-1,0),F,(1,0),a=2

2. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.
L 2Ly
a)52+ =1 b)4+2—1 c)

>
D

2

¥ o_
+ = =
3 1

~|R
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Indicador de logro:

3.2 Deduce la ecuacion de una elipse con centro en el origen a partir de los focos y el valor del semieje

mayor.

Una vez que los estudiantes reconocen el lugar
geométrico que determina una elipse, se puede
asociar la ecuacién deducida de las condiciones
de la definicidn con dicha figura geométrica. Esta
clase tiene asterisco, lo que indica que el docente
debe dar mayor apoyo a sus estudiantes.

N

\_ /

Solucién de problemas:

1a) Se tiene que ¢ =4 y a = 5 entonces:
b?=52-42=25-16=9 = 3?,
por lo tanto, la ecuacidn de la elipse es:

xZ

¥ o X LY
52+¥—1,ob|en = +==1.

25 9

1c) Se tiene que ¢ = 1y a = 2 entonces:
br=22-12=4-1=3=(\3),
por lo tanto, la ecuacién de la elipse es:
xZ yZ

§+W=1,obien £+y—=1.

"4 3

2b) Se tiene que a? = 4y b? = 2 entonces:
=a-b=4-2=2=(2),
por lo tanto, los focos son:

F,(-V2,0),F,(\2,0).

Propésito:

En la Solucidn, la relacion b? = a> — ¢ estd aso-
ciada a las condiciones de los cuadrados, no a la
relacién de Pitagoras que se cumple en la elipse.
En el Ejemplo se presenta la forma de asociar la
ecuacién de la elipse con su definicion.

1b) Se tiene que ¢ =2 y a = 3 entonces:
b2=32-22=9-4=5=(\5),
por lo tanto, la ecuacidn de la elipse es:

2 2 2 2
= +-5 =1,0bien, T +L =1

32 gt 9 5

2a) Se tiene que a? = 5% y b? = 32 entonces:
C=a?-b=5-32=25-9=16=4,
por lo tanto, los focos son:
F,(-4,0),F,(4,0).

2c) Se tiene que a? = 7 y b? = 3 entonces:
c’=a*-b*=7-3=4=27
por lo tanto, los focos son:
Fl(_zl O)I Fz(zl O)

Sugerencia Metodoldgica
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3.3 Elementos y propiedades de la elipse
Problema inicial y ~
2 2
En la grafica de la ecuacién de la elipse % + % =1, determina las
coordenadas de los puntos A, A, B, B.. 8,
X
A F, (0] F, A,
B,
- y J
Solucién
Dado que A , A, estan sobre el eje x, se puede evaluar la ecuacion de la elipse en y = 0.
2 2 2
% + % =1, entonces, % =1 y resolviendo.
x’=a?
x=za
Analogamente, como B, B, estan sobre el eje y, se puede
evaluar la ecuacion de la elipse en x = 0 y se tiene que:
y=1b
Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son:
Al(_al O)I Az(ar O)I Bl(or _b)r BZ(O' b)
Conclusién
Los puntos extremos de la elipse que se encuentran sobre el eje x y sobre el eje y se llaman vértices, y
tienen coordenadas A (-a, 0), A,(a, 0), B (0, =b), B,(0, b). El punto medio de los vértices horizontales (o
verticales) se llama centro de la elipse. - /y\
Vértice
El segmento de recta que pasa por los focos de la elipse y cuyos o L8 o
extremos son vértices de la misma, se llama eje mayor de la Vém\ceﬁ’rmmce
elipse, y su longitud mide 2a. X 7%o =5
1 Eje mayor:.,;jeyg/
El segmento de recta cuyos extremos son vértices de la misma y 5
es perpendicular al eje mayor se llama eje menor de la elipse, y Vértice |,y
su longitud mide 2b. Para graficar la elipse, coloca los vértices A , A,
B, y B,; o bien traza los ejes mayor y menor.
Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, longitudes del eje mayor y el eje menor de la elipse
2 2
;‘—5 + % = 1. Luego graficala en el plano cartesiano. y

Determinando los valoresde a, b, c: a=5,b=3,c=V5?-3% =+16 =4.

B,(0,-3), B,(0, 3) Longitud del eje menor=2(3)=6 Ol 2 3 &

Focos F.(-4,0), F.(4,0)

B
2—-\\
—_ i i = = 1
Vértices {Al( 5,0),A,(5,0) Longitud del eje mayor = 2(5) = 10 AJE jA&x
Bl

L 2

>

Problemasw

Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y el eje menor de cada
elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

a)£+y—2=1 b)£2+y—2=1

i X o=
ot 5t Q) et =1 d 7 +y =1
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Indicador de logro:

3.3 Identifica los elementos de una elipse dada su ecuacién para graficarla en el plano cartesiano.

Una vez establecida la ecuacidon candnica de la
elipse, se puede trabajar con los estudiantes los
diferentes elementos que la conforman, y cémo
graficarla en el plano cartesiano a partir de ellos.

.

/

Solucién de problemas:

a) Determinando los valores de q, b, c:

a=5b=4,c=V52-47 =9 =3,
Al(_SI 0)1 A2(5I 0)

Propésito:

|

no cartesiano.

N

En la Solucién se presentan los diferentes ele-
mentos que tiene una elipse en general, y luego
se utiliza el Ejemplo para observar la manera de
utilizar estos elementos para graficarla en el pla-

/

2

S

Vértices { L
Bl(ol _4)1 Bz(ol 4) [

Focos  F,(-3,0),F,3,0)
Longitud del eje mayor = 2(5) = 10
Longitud del eje menor =2(4) =8

b) Determinando los valores de a, b, c:

a=3,b=2,c=32-22 =+5.

A,(=3,0),A,(3,0)

Vértices {
B,(0,-2), B,(0, 2) ¢

Focos  F (-+/5,0), F,(\/5,0)
Longitud del eje mayor =2(3) =6
Longitud del eje menor=2(2) =4

c) Determinando los valores de q, b, c:

a=4b=2c=\40-27 =412 =243.

A,(~4,0), A,(4,0)

Vértices {Bl(O, ~2),,(0,2) .

&
<

Focos  F,(-2v3,0), F,(2v3,0)
Longitud del eje mayor=2(4) =8
Longitud del eje menor=2(2) =4

d) Determinando los valores de @, b, c:
a=2,b=1,c=v22-1 =+3.

Al(_zl O)I Az(zl 0)

Bl(or _1)1 Bz(ol 1)

Focos  F(-+3,0),F,(v3,0)

Longitud del eje mayor =2(2) =4

Longitud del eje menor=2(1) =2

Vértices {

Para orientar a los estudiantes
a graficar elipses, se puede
aclarar que es suficiente con
graficar los puntos de los vér-
tices y luego hacer un bosque-
jo a partir de los ejes mayor y
menor.

En d), los estudiantes pueden
tener problemas en recono-
cer que el denominador de y?
es 12, hay que tener cuidado
para corregir los errores que
puedan surgir, por esta razon
es el ultimo problema que re-
solveran.
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( 3.4 Desplazamientos paralelos de la elipse

Problema inicial 5
. . ) . (=3 (v +4)
t Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacion gt 7 =
o4
Solucién PR R
Considerando la ecuacion de la elipse ra yj =1 ydesplazandola .
3 unidades hacia la derecha y 4 unidades hacia abajo, se obtiene | s
la ecuacion: 1

(=3 (y+4) _
e

2 2
Por lo tanto, la grafica es la elipse % + % =1 con centro (3, -4).

Conclusién

La ecuacion de una elipse desplazada }(L un}ll():!adt(as hk?zrlzontalmente Yk Recuerda 1L [ sl U
. . . X — - o o .

unidades verticalmente esta dada por: —2+yT =1 fica i unidades horizontalmente, y k

a unidades verticalmente se cambia la

Para graficarla, se puede ubicar el centro y graficarla como si este fuese el  variable x por la expresién x — h; y la

origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla. variable y por la expresion y — k.

Ejemplo 1
Determina la ecuacién de la elipse ;—; +%2 =1 desplazada —3 unidades horizontalmente y 2 unidades
verticalmente.
PSR e3P -2
Tomando la ecuacidn original y reemplazando x por [x = (=3)], y y por (y —2): e ttg = 1.

Ejemplo 2
Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor de la elipse
2 1) , .
%+% =1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

2 2
Esta elipse es equivalente a la elipse % +% =1 desplazada -2 unidades horizontalmente y —1 unidad

verticalmente. Nota que los vértices y los focos se desplazan de la misma manera.

2 2 2 2
Ecuacion % + % =1 (_x2+52) FAASE Iel) =1
L. Al(_SI 0)1 A2(5I O) Al(_7l _1)1 A2(3I _1)
vertices B,(0,—4), B,(0, 4) | B,(~2,~5), B.(~2, 3)
Focos F,(=3,0),F,(3,0) | F(-5,-1), F(1,-1)
tongitudesdeleje |5 _ 15 5p-8 | 20=10,2b=8
mayor y eje menor

Problemas

1. Para cada literal determina la ecuacion de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.
Xy Y1 h=-1k=
a)25+9-1,h 1, k=2 b)

+ 221 h=3k=-1 c)£2+y7=1,h=—2,k=—2

0|y,
[,

2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y longitudes del eje mayor y eje menor. Luego gra-
fica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.

a) (96—93)2 Jr(y;S)2 -1 b) (x;rsz)z +(y;1)2 -1 <) (x;51)2+(y21)2 -1

@
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Indicador de logro:

3.4 Encuentra la ecuacion de una elipse desplazada paralelamente respecto a los ejes de coordenadas
y traza su gréfica.

Propésito:
Puesto que los estudiantes ya conocen la ecua- En la Solucidn se espera que los estudiantes apli-
ciéon de la elipse y como encontrar los elementos guen lo que ya conocen sobre desplazamientos
de ella a partir de dicha ecuacién, es un momento paralelos tanto de una grafica, como de un punto,
adecuado para introducir los desplazamientos pa- gue se vio en la leccién sobre parabola y se siguid
KraIeIos en la elipse. D Kaplicando en circunferencia. D

Solucién de problemas:

1a) ¥ —2(—1)]2 + =21 6 bien, (c* 1, 0=2F_ g 1b) (x;3)2 + Ly—i_l)]z =1, o bien, =3P 0+

5 9 25 9 9 4
[x—(=2)1" , y=(=2)" _ o @2 (v +2)
1c) TR 7 =1, o bien, o T =1. y
Za) 2 2 - - T
Ecuacién % + yT =1 (x 93)2 + -3) 43)2 =1 s
Vérti Al(_3l O)I A2(3I 0) Al(ol 3)1 A2(61 3) 4
e B,(0,-2),B,(0,2) | B,(3,1),B,3,5) 3 L
Focos F,(-5,0), F(-\5 +3,3), ?
Fz(\/gl 0) FZ(\/§+ 3, 3) 1
Longitudes. del eje 2a=6,2b=4 2a4=6,2b=4 ¢ 51 5 ¢ ¥
mayor y eje menor 4
2b) 2 -
Ecuacion f—;+y72=1 %4_(3/‘1_1)2:1 X
Vértices Al(_4r o)l A2(4I 0) Al(_6l 1)1 Az(zl 1)
Bl(ol _2)1 Bz(ol 2) Bl(_zl _1)1 Bz(_zl 3)
ocos F.(-2V3,0), F(-2v3-2,1),
F.(2+3,0) F(2V3-2,1)
Longitudes del eje _ _ _ _
e e mEer 20=8,2b=4 20=8,2b=4
2¢)
Ecuacién ;C—;+y72=1 %4.(3’;_1)2:1

A(-5,0),A,(5,0) | A (-6,-1),A (4,-1)
B,(0,-2),B,(0,2) |B,(-1,-3),B,(-1,1)

oo F.(-21,0), F.(—V21-1,-1),
F,(21,0) F,(N21-1,-1)

Longitudes del eje
mayor y eje menor

Vértices

20=10,2b=4 20=10,2b=4 N2

@ Sugerencia Metodoldgica
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3.5 Ecuacion general de la elipse

Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién 9x? + 25y> — 18x — 100y — 116 = 0.

—_ 2 — 2
Expresa la ecuacion en la forma % + -kF _ 1.

Solucién v
Completando cuadrados para xy para y: y
9x? +25y>-18x—-100y—-116=0  ordenando y agrupando, B
9(x®—2x) +25(y*—4y)-116=0  completando cuadrados, :
F F
9(x—1)2+25(y—2)>’-9-100-116=0 sumando e igualandoa 1, A, ol 2 g 24 A,
9(x—1)> , 25(y —2)* _ . - L ¥
=1  simplificando y dividiendo 5%
22 22 n - = il
. porads, EEEUCEE=EN:
1P, =27 _4 L 1B

25 9
Por lo tanto, la grafica es la elipse con centro (1, 2) y vértices A (-4, 2), A,(6, 2), B,(1, -1), B,(1, 5).

Conclusién

Una elipse puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacién
do la ecuacidn igualada a 0.

=~ =1 ydejan-

(x=h)? (y-k?
a? + b?

En general para determinar el centro y los vértices (eje mayor y menor) de una elipse cuya ecuacién sea de

la forma dx? + ey? + fx + gy + h = 0, se completan cuadrados perfectos en xy y, para expresarla en la forma
—_ 2 — I\

M+% =1. A la ecuacion de la forma dx? + ey? + fx + gy + h = 0 se le llama ecuacién general de

a,
la elipse.

Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de la elipse:
4x* + 25y* + 16x — 50y — 59 = 0 y graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

4x* + 25y* + 16x—-50y—-59=0
A(x+2)2+25(y—1)2-16-25-59=0
4x+2)? 25y - 1)

=1
100 100 RS CER T X
(c+2)? =12 4 B
25 4 1
Entonces el centro de la elipse es el ., 2y (x+2)  (y—1)
—+< =1 e N
punto C(-2, 1). Ecuacion ST 25 2
. ) ) Vértices Al(_SI O)I A2(51 O)I Al(_7' 1)/ A2(3/ 1)1
Esta elipse es equivalente a la elipse B,(0,-2), B,(0, 2) | B,(-2,-1), B.(-2, 3)
X2y .
3 + T =1 desplazada.—z unldafdes Focos Fl(_4l721' 0), Fl(—2—“h21, 1),
horlztontalmente y 1 unidad vertical- F,(V21, 0) F (-2 +v21,1)
mente.
Longitudes de los ejes 2a=10,2b=4 2a=10,2b=4

P »

roblemas Z
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y longitudes del eje mayor y menor de cada elipse.
Luego graficala en el plano cartesiano.

a)4x*+9y*+8x+18y—-23=0 b) 3x*+ 4y’ - 12x+ 16y +16=0 c)8x*>+9y*—16x—18y—-55=0
d)7x>+16y*+ 14x—-64y—-41=0 e)4x*+9y*-36y=0 f)x?+4y*+4x=0

®



Indicador de logro:

3.5 Determina los elementos de una elipse a partir de su ecuacidn general y traza su grafica en el plano
cartesiano.

para completar cuadrados perfectos.

Ahora que los estudiantes ya han aplicado des-
plazamientos paralelos en la elipse, se trabaja con
la ecuacion general utilizando el procedimiento

Solucién de problemas:
a) 4x2+9y*+8x+18y—23=0
4x+1)2+9(y+1)2=23+4+9

Ax+1) Oy +1) -1
36 36
(x+1)2+(y+1)2=1

9 4

b) 3x2+4y>-12x+ 16y +16=0

3(x—2)2+4(y+2) =-16+12+16

3x—27, Aly+4)
12 12

(x=2)°  (y+4) _
7t =1

=1

c) 8x* + 9y — 16x— 18y —55=0
8(x—1)*+9(y—1)>=55+8+9

8(x —1)? + 9(y —1)?
72 72

(=1, (y—=1) _
g T g =1

=1

d) 7x2+16y*+14x—64y—-41=0

7(x+1)?+16(y—-2)*=41+7+64

7(x+1)* |, 16(y—2)* _ 1
112 112
(e+1) =20 _4
16 7

e) 4x?+9y?-36y=0

A Oy-2) _ F.(=5,2),
36 2 (36 2)2 F,(\5,2)

X Wi _

St 7 =1 204=6,2b=4

Al(_3l 2)1 A2(3; 2);
4x*+9(y-2)*=0+36 B,(0,0),B,[0,4)

Propésito:

En la clase anterior y en esta quedan ejemplifi-
cados los desplazamientos a los 4 cuadrantes del
plano cartesiano, para que los estudiantes tengan
claridad de los casos.

Al(_4l _1)1 Az(zr _1)r
Bl(_lr _3)1 Bz(_ll 1)
Fl(_ \/E - 1; _1)1
F(v5 —1,-1)
2a4=6,2b=4

A(0,-4), A (4, -4),
B,(2,—3 -4),
B,(2,V3-4)

F,(1,-4), F,(3, -4)
20=4,2b=2\3

A(-2,1),A(4,1),
B,(1,-2V2+1),
B,(1,2V2+1)

F,(0,1),F,(2,1)
2a=6,2b =42

/-\1(—5, 2), A2(3, 2),
Bl(_lr _\/7'*' 2):
B,(-1,V7 +2)

Fl(_4l 2)1 Fz(zl 2)
2a=8,2b=2\7

f) ¥ +4y*+4x=0
(x+2)*+4y*=4
(x+2)2_|_4_y2

ya N
N e N s G B B

A,(-4,0), A0, 0),
B,(-2,-1),B,(-2, 1)

=1 Fl(_\/g_ 2; 0)1

F,(v3-2,0)
1 2a0=4,2b=2

Sugerencia Metodoldgica



3.6 Practica lo aprendido

1. Deduce la ecuacién de las elipses de cada literal.

a)F(-2,0),F,(2,0),a=3 b) F,(—\7,0), F,7, 0), A (-4, 0), A,(4, 0)

. Determina las coordenadas de los focos de cada elipse.

a);c—z+32'—z=1 b)%z+y2=1 c)—+y—2=1

. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, las longitudes del eje mayor y el eje menor de cada
elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

2

XX = b) T +5 =1

o|R,

. Para cada literal determina la ecuacién de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

L G -2 k= L =3 k=-
a)25+16-1,h 2,k=-2 b)16+9-1,h 3,k=-2

. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y eje menor. Luego
grafica en el plano cartesiano la elipse de cada literal.

(c+2P (-1 _ (x+3)?° (y+3)° _
a) =g =1 b) =5+ =1

. Determina las coordenadas de los vértices, los focos, y las longitudes del eje mayor y el eje menor de
cada elipse. Luego graficala en el plano cartesiano.

a)4x’+9y’—16x+36y+16=0 b) 4x* +9y?+24x =0

. Encuentra la ecuacién que determina cada una de las siguientes elipses.

a) Y b) g Y
352 _— T~
T ~ / 3N
A, o A A, c [ \A
543 2-10] 1 2 [
~__] > N V X
18 -9 B~ b5 43 240 1
S B +




Indicador de logro:

3.6 Resuelve problemas correspondientes a la elipse.

Solucién de problemas:

1a) b2=32-22=9-4=5, entonces la ecuacidn

. PO G
X = =+ =1,
es 3 Ry 1, o bien, g ts 1
2
1b) b2 =42 N7 =16-7= 9, entonces la ecuacion
L ox2 yz . x2 yz
es: = 4+ = =1,0bien, = + = =1.

4 32 16 5 9
2a) cz=32—22=9—4=5=(\/§) , ¥ los focos son:
Fl(_ \/gr O), Fz(\/gl 0)

2b)?=4-1=3= (\/5)2, y los focos son:
Fl(_ \/§/ O)/ Fz(\/gl 0)

2c) ¢?=16-12 =4 =22,y los focos son:
Fl(_zl O)I FZ(ZI 0)

RN

5a) A (-6, 1), A,(2, 1),
B,(-2,-2), B,(-2, 4)

Fl(_\/_ —2, 1); oC
F(N7 -2,1) = 73 2 1

2a4=8,2b=6 >

5b) A (-2+2-3,-3), — X
A(2V2 -3,-3), =
Bl(_3l _5)1 Bz(_3l _1)

Fl(_5l _3)1 Fz(_ll _3)
4

2a=42,2b=4 d

3a -
) Vértices {§1é04’_g;' gzég' gi 6a)4x? + 9y2 — 16x + 36y +16 =0 A,(-1,-2),A,(5,-2),
1 ’ ’ 2 ? _
Focos F,(=\7,0), F,(¥7,0) Alc=2)+9(y+2)°=-16+36+16 .2, ~4), 8,(2, 0
1 ’ ’ 2 ’
Longitud del eje mayor = 2(4) = 8 4(’“3;2)2 + 9(y322)2 =1 El(_ V5 ; 2,2—2),
Longitud del eje menor = 2(3) =6 i i 5 +2,-2)
@-2°, +2° 4
Yy 9 4 2a = 6, 2b=4

N

6b)

"5 k3 -2-10/of 2 3 g
-2

4x* +9y*+24x=0
4(x+3)*+9y*=36
4(x + 3)? + 9y*

A,(~6,0), A (0, 0),
B,(-3,-2), B,(-3, 2)

36 36 1 EE:E\E ; 36)0),
(x +3)? +y_2 -1 2 ,
4 ? 4 20=6,2b=4
3b - 6b y
) Vertices {Al( 212, 0), A(2V2, 0) )
Bl(ol _2)1 Bz(ol 2) 2
Focos F.(=2,0),F(2,0) c 1

Longitud del eje mayor = 2(2+2) = 4v2
Longitud del eje menor = 2(2) = 4

i AR

v

>X

4a) [x = (=2)]? + [36—(632)]2

(x+2)2+ (y +2)?
25 1

=1, o bien, >e T

4b) (x 563)2 + [y —(9—2)]2 - 1' o bien, (x ;63)2 +(y ‘;2)2 =1.

@

7a) Se identificaquea=4y b =2,y el centro esta en
(0, 0), por lo tanto, la ecuacién es:

Y ien X 4 ¥ _
oY 1,ob|en,16+4-1.

=1. 7b) Se identificaquea=5y b =3,y el centro estd en

(-4, 2), por lo tanto, la ecuacidn es:

= (4, (=27
52 * 3?

- o @A) (y—2)
1, o bien, T 5 =1.

Sugerencia Metodoldgica
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3.7 Aplicaciones de la elipse*

Problema inicial

Se disefia una ldmpara con forma semi-eliptica (la 2! Una forma eliptica es un cuerpo

mitad de una forma eliptica) de 13 cm de altura de : geOmel_t”Co qluedr‘zsu'tz de girar
0 una elipse alrededor de su eje

mo<?lo que proyecta Ila luz emanada' desd.e un foFo T mayor.

hacia el otro que estd a 25 cm de distancia del vér-

o
tice de la lampara. Determina de cuanto deberia ser o
(@]
3
_I

el didametro de la lampara para que funcione correc-

tamente.
. L Vg h— J

Solucién y
Considerando una elipse con centro en el origen, en-
tonces uno de los vértices tendra coordenadas (13, 0),
y uno de los focos (12, 0), por lo tanto a = 13, ¢ = 12,
entonces:

b?=132-122=169-144=25=52
a?=13? T

(e}

T
J32Wel
L
®

2 2
Y la ecuacién de dicha elipse serd: =+ X =1,
13> 5 ~ A

Entonces el didmetro estara dado por la medida del
eje menor de la elipse, es decir, 2b = 2(5) = 10.
Por lo tanto, el didmetro de la ldmpara debe ser 10 cm.

[}

Conclusion
En una elipse, los focos cumplen una propiedad reflectora im-

portante: una linea tomada desde un foco de la elipse, sera re-
flejada por esta exactamente sobre el otro foco.

Esta propiedad reflectora parecida a la de la parabola hace que
la elipse o las formas elipticas posean gran aplicacidon en dmbi-
tos cientificos, arquitecténicos, acusticos o artisticos.

Problemas
1. Una ingeniera eléctrica disefia un reflector de luz semi-eliptico para un teatro, dicho reflector tiene 13

centimetros de altura y 10 centimetros de diametro. Determina a qué distancia del vértice del reflector
concentrard la luz dicho reflector.

2. Un puente cuya abertura tiene forma semi-eliptica sobre un rio tiene 28 metros de largo y una altura de
12 metros sobre el nivel del rio. Determina la altura maxima que debe tener un barco de 14 metros de
ancho para que pase con total seguridad bajo el puente.

Asume que el barco es si-
métrico respecto el eje ver-
tical, y que pasa justo en
medio del puente. Ademas
piensa que el barco tiene
la misma altura en todo
punto.

Lw gt~




Indicador de logro:

3.7 Utiliza las propiedades de los focos y la ecuacién de la elipse para resolver problemas sobre objetos

elipticos.
Propésito:

Después de abordar los conceptos basicos sobre la En las soluciones a los Problemas los estudiantes
elipse, se pueden analizar y resolver algunos pro- deben modelar una situacién a partir de concep-
blemas sobre aplicaciones a la vida real, basados tos matematicos, para resolverlos e interpretar la
fundamentalmente en la propiedad reflectora de la respuesta obtenida para dar solucidn al problema
elipse. Esta clase tiene asterisco, lo que indica que original.

el docente debe dar mayor apoyo a sus estudiantes./ g )

Solucién de problemas: y

1. Considerando una elipse con centro en el origen, entonces
uno de los vértices del eje mayor tendra coordenadas (13, 0),
y uno de los vértices del eje menor (5, 0), por lo tanto a =13,

b =5, entonces la ecuacion de la elipse sera:
Xty
Tt T 1. 1/

Entonces, por la propiedad reflectora de la elipse, se tendra
gue la luz se concentra en el foco cuyas coordenadas son:

¢?=132-52=169 - 25 = 144 = 122, F = (12, 0).

Por lo tanto, el reflector concentrara la luz a 25 (13 + 12)
metros del vértice.

Weip .
)
<

<
w'

NV,

&

I/\<
dl

0.1
-

=12

2. Para este problema hay que tener cuidado, pues la altura de
los puentes elipticos disminuye conforme se aleja del centro
de la elipse, entonces para asegurar que el barco pase con T
toda seguridad es mejor calcular la altura en el punto mas
lejano del centro por el que puede pasar el barco.

ewIXew einy|y

Utilizando la ecuacién de la elipse con a = 14 (la mitad de la
longitud total) y b = 12 (la altura maxima del puente):

1wtz =t A 7 ' 7 Fo

Puesto que el barco mide 14 metros de ancho, entonces el
punto mas lejano del centro por el que pasara el barco es en
x =7,y evaluando en la ecuacidn para determinar el valor

de . 2 2
y 7_+y_=1
142 122 Lol

Yy _q_1_3
122~ 4" 4
Y N3
12 2
y =63 =10.39.

Por lo tanto, la altura maxima que debe tener el barco para que pase con total seguridad debe ser
aproximadamente de 10.39 metros.

@ Sugerencia Metodoldgica



3.8 Aplicaciones de la elipse ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de elipse. Modela cada situacion en el plano cartesiano.

B 1. Un paso a desnivel construido en forma semi-eliptica tiene 12 metros de largo y una altura méaxima de 3
metros a partir del centro. Determina la altura méxima que debe tener un camion para pasar por debajo
del paso a desnivel, si la anchura de este camidn es de 3 metros del centro de la calle hacia cada lado.

B 2. Una arquitecta y un ingeniero trabajan en el disefio de un puente con forma semi-eliptica para un rio de
30 metros de ancho. El puente debe ser tal que un barco de a lo sumo 20 metros de ancho y 3 metros
de alto pueda cruzar debajo de este con total seguridad. Determina la altura que debe tener el puente.

3. La Tierra cumple con recorrer una drbita eliptica en exactamente un afio, dicha elipse tiene como uno de
sus focos el Sol. El instante en el que la Tierra se ubica mas cerca del Sol se conoce como perihelio y son
aproximadamente 147 millones de kildmetros de distancia; mientras que el instante en el que esta mas
alejada del Sol se conoce como afelio y se ubica a una distancia aproximada de 153 millones de kilome-
tros. Determina la ecuacion de la érbita de la Tierra.

El astronomo y matematico aleman Johannes
Kepler, estudio y descubrio las tres leyes del
movimiento de los planetas, la primera de las
cuales se enuncia: “Los planetas tienen movi-
mientos elipticos alrededor del Sol, estando este
situado en uno de los dos focos que contiene la
elipse”.

15m

4. Una estructura arquitectdnica fue disefiada para poder enviar se-
cretos a otra persona sin que los demas los escuchen. La forma de
su disefio es semi-eliptico(aprovechando las propiedades focales R
de la elipse), la altura de dicha estructura en el punto mas alto
es de 15 metros y la distancia entre los vértices del salén es de  Si dos personas estan sobre los
34 metros. Determina la ubicacién que deben tener dos personas ~ focos de la elipse, las ondas de

sonido que salgan de un foco seran
para que uno pueda escuchar al otro aunque se hablen por susu- ) ) _

reflejadas directamente hacia el
rros.

otro foco.

5. Para curar los cdlculos renales en una persona, en ocasiones se
utiliza un procedimiento conocido como litotripcia. Este procedi-
miento utiliza una cubierta semi-eliptica, y se fundamenta en la
propiedad de los focos de una elipse: se localiza un aparato ge- ——
nerador de ondas de choque en el foco de la elipse y estas ten-
dran efecto sobre el otro foco, lugar donde se encuentra el cdlculo
renal. Si el aparato tiene 13 cm de altura y 10 cm de didametro,
determina a qué distancia podria estar el calculo para poder pul-
verizarlo utilizando este aparato.

8




Indicador de logro:

3.8 Resuelve problemas de aplicacién de la elipse.

Solucién de problemas:

1. Este problema es muy parecido al problema nimero 2 resuelto en Ia cIase anterior, basta identificar

que para este caso a = 6y b = 3, entonces la elipse tendra ecuacion: ? + y =1.
Y ahora solo falta determinar el valor de y para x = 3:
32y y? 1_3 y _ N3 3V3
+ = ~— =]-—=— = = — = — = £.0.
ety =1, entonces, Y 1 R luego, 3 > por lo tanto, y 5 2.6

Por lo tanto, la altura maxima que debe tener el camidn para que pase con total seguridad debe ser
aproximadamente de 2.60 metros.

2. Si se modela el problema con la ecuacion de la elipse, se puede identificar que a = 15 (la mitad de la
anchura del r|o) y eI valor de b representa la altura que debe tener el puente, entonces la ecuacién es

Yo
ma: 2 +
de la forma: oty =L

Puesto que un barco de 20 metros de ancho y 3 de alto debe cruzar con total seguridad, entonces el punto
(10, 3) debe satisfacer la ecuacién de la elipse, entonces sustituyendo y determinando el valor de b:

95
5

1 2 2 4 5 3
0 +3—-1 entonces =1——= g,luego,?

=t 5 'bz 3 = 4.02.

= g , por lo tanto, b =
Por lo tanto, la altura maxima del puente debe ser aproximadamente 4.02 metros.

3. Utilizando la ilustracion del problema, es claro que al sumar las distancias del perihelio y el afelio se
tendrd la longitud del eje mayor de la elipse; y al restar al afelio el perihelio se obtendra la distancia

entre los focos: ) o
2a = afelio + perihelio = 153 + 147 = 300, entonces a = 150;

2c = afelio — perihelio = 153 — 147 = 6, entonces ¢ = 3.

Para determinar la ecuacion de la elipse solamente hace falta el valor de b%:
b?=a?—-c?*=150>-3%2=22491.
L G
22500 22491

Por lo tanto, la ecuacidn de la elipse que determina la drbita es:

4. Puesto que el problema menciona que la distancia entre los dos vértices es 34, y la altura provee el
valor de b de la elipse, es decir, b = 15, entonces se puede determinar que 2a = 34, y entonces a = 17,
luego lo que se necesita es el valorde c: ¢?=a*—b?>=17>-152=64 = 82.

Comoa—-c=17 -8 =9, es la distancia del vértice al foco, entonces la personas deben ubicarse a 9
metros de distancia de cada vértice, o bien a 16 metros de distancia entre ellas (a 8 metros del centro
cada persona).

5. El objeto semieliptico descrito es igual al del Problema inicial de la clase anterior, por lo tanto, se tendra
quea =13y b =5, a partir de lo cual se puede determinar que ¢? = @*— b?>=132-52 =144 = 122,

Por lo tanto, para poder pulverizar el calculo renal, este debe estar a 12 cm de distancia del litotriptor.

@ Sugerencia Metodoldgica



La hipérbola

~

4.1 Actividad introductoria

Materiales
- Hoja de papel vegetal
- Complas N
- Plumoén V.
Actividad 2. Dobla el papel de modo que el punto dibujado
1. Dibuja una circunferencia no demasia- quede exactamente sobre un punto de la cir-
do grande sobre el papel vegetal, colo- cunferencia.

ca un punto en su centro y otro afuera
un poco lejos de dicha circunferencia y
alineados verticalmente.

o N

4. La figura que se forma tiene dos ramas y el
centro de la circunferencia esta dentro de una
rama y el punto dibujado fuera de la circunfe-

. . rencia estd dentro de la otra.
3. Realiza el mismo proceso con puntos

cercanos en la circunferencia hasta vol-
ver al punto con el que se inicid. Analiza

la figura formada. m

Definicién
La figura de las dos ramas que queda marcada en la actividad es una hipérbola. Observa que cada punto
de ella cumple la condicién de que la diferencia de la distancia de un punto a dos puntos fijos se mantiene
constante.

Preguntas
1. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia esta mas lejos de ella?

2. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia estd muy cerca de la circunferencia?

3. ¢Qué sucede si el punto dibujado fuera de la circunferencia no esta alineado verticalmente con su
centro?

4. iCuanto es la diferencia de un punto de la hipérbola hacia los dos puntos fijos dibujados?

5. Explica por qué se cumple que la diferencia de un punto de la hipérbola a dos puntos fijos se mantiene
constante.




Indicador de logro:

4.1 Identifica el lugar geométrico de una hipérbola.

La figura geométrica asociada con la hipérbola no es algo con lo que los estudiantes estén familiarizados
hasta la fecha, y por eso es necesario que logren identificar la figura que determina una hipérbola, al igual
como lo hicieron con la elipse.

Propésito:

En la Actividad se espera que logren asociar la definicién geométrica con la figura que se forma de la hipér-
bola, para que luego, en la siguiente clase, al deducir su ecuacién candnica quede claro que esta ecuacién
define el lugar geométrico de una hipérbola.

Materiales:

En la clase se utilizaran hojas de papel vegetal, compas y plumdn (uno de cada uno por estudiante). J

Solucién de problemas:

1. Los estudiantes pueden comparar entre ellos; algunos que dibujaron el punto mas lejos observaran que
las hipérbolas formadas se abren mas o se abren menos, lo importante es que los estudiantes vean que
no solamente influye el hecho de estar lejos o cerca de la circunferencia, sino también cuanto es el radio
de esta. En particular, si se dibujan circunferencias con el mismo radio, mientras mas lejos estd el punto,
las hipérbolas se abren un poco mas.

2. Los estudiantes pueden comparar entre ellos, en este caso las hipérbolas se van cerrando cada vez mas
al punto que los vértices casi coinciden con los focos, en ese caso se forma una linea recta horizontal.

3. Este caso puede ser elaborado con anticipacidon por el profesor, de modo que los estudiantes observen
gue también se forma una hipérbola, pero oblicua, o inclinada.

4. Para esta pregunta los estudiantes pueden utilizar regla para medir las distancias y luego restarlas, el
profesor puede recomendar compararlas con la longitud del radio de la circunferencia; aunque lo ideal
es que los estudiantes comparen las distancias y vean que son iguales.

5. Este es el numeral mas dificil, y se puede comenzar tomando un punto Q de la circunferencia y tomar el
punto R como la interseccion entre el doblez (recta ) y OQ.

A partir de ello se puede observar que RQ coincide con RP, por lo tanto,

la diferencia de las distancias RO — RP sera constante e igual al radio.

Ademads, se puede hacer el cdlculo para comprobar que si se toma

=L =
-l

w

otro punto S, la diferencia de las distancias SO — SP siempre es menor
que el radio (desigualdad triangular). /
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4.2 La hipérbola*

Recuerda que el lugar geométrico que
cumple esta condicion es una hipérbola.

/

Problema inicial
Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de
los puntos que cumplen que la diferencia de sus distancias \
a dos puntos fijos F (—c, 0) y F,(c, 0) es siempre igual a 2a,
dondeO<a<c.

Solucién
Si el punto P estd en la rama izquierda: d(P, F,) — d(PF ) = 2a.

Si el punto P estd en la rama derecha: d(P, F)) - d(PF,) = 2a.

Tomando en general los puntos P(x, y) que cumplen la condicién y
utilizando la distancia entre dos puntos.

d(p,F))-d(PF) = +2a
V(x=c)?+(y=0)? =(x+¢c)’+(y—0)? =22a transponiendo,
Vx—c)+y? =22a+(x+c)’+)* elevando al cuadrado,
(x—c)?+y* =4a?+4a\(x+c)2+y” +(x+c)*+y simplificando,
+a \(x+c)2+y* =a?+cx elevando al cuadrado,
a’[(x +c)* +y?] =a*+ 2a*cx + c’x* simplificando,

(c>—a®)x? — a’y? = a*(c® — a?).
Dado que 0 < a < ¢, se cumple que ¢ —a? >0, y por ello es posible definir el nimero b tal que b% = ¢ - a?,
donde b > 0. Sustituyendo en la Ultima igualdad: b%x* — a?y? = a?b>.

Esta igualdad se puede expresar como: % - %—z =1. (Dividiendo por a?b? ambos miembros).

Definicién -
La ecuacién que determina el lugar geométrico de una hipérbola esta dada por: ﬁz - -
a* b

Los puntos fijos F, y F, se conocen como focos de la hipérbola y tienen coordenadas:
F.(=Va?+ 8% 0)yF,(Na?+ b2, 0).

La diferencia de las distancias de un punto de la hipérbola a cada uno de los focos siempre es 2a.

Ejemplo
Deduce la ecuacion de la hipérbola con focos F.(=5,0) y F.(5, 0) y a@ = 3.

De la coordenada en x de los focos se deduce que ¢ =5y a = 3 por hipdtesis, para calcular b se tiene que:
c?—a? = b? entonces, b>=52—32=25-9=16 =42,

. s "y X2 y? . X2 y?
Por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola es: el 1, o bien, T 1

b d
Problemas.
1. Deduce la ecuacién de la hipérbola de cada literal.

a) Fl(_sl O)I F2(51 O)I a=4 b) Fl(_3l O)I F2(3I O)I a=2 C) Fl(_4l O)I F2(4I O)I a=3

2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.
xZ yZ xZ yZ
a——;—l b)——T—l c)

@ ° 5

0|3,
|
o<,
1
[y

122




Indicador de logro:

4.2 Deduce la ecuacién de una hipérbola centrada en el origen dado los focos y el valor de a.

Una vez que los estudiantes reconocen el lugar
geométrico que determina una hipérbola, se pue-
de asociar la ecuacion deducida de las condicio-
nes de la definicion y asociarla con dicha figura
geométrica, esta clase tiene asterisco, lo que in-
dica que el docente debe dar mayor apoyo a sus
estudiantes.

N

Solucién de problemas:

1a) Se tiene que ¢ =5y a = 4 entonces:
b?=52-42=25-16=9 =37,
por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola es:

1c) Se tiene que ¢ =4y a = 3 entonces:
br=42-32=16-9=7=(\7),
por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola es:
x? y

3 W7

2

_ o X _ X
=1, o bien, 5~ =1.

2b) Se tiene que @? =5y b? = 4 entonces:
A=a’+b*=5+4=9=3?,
por lo tanto, los focos son:
F,(-3,0), F(3,0).

Propésito:

En la Solucidn, la relacién b2 = ¢ — @? estd asocia-
da a las condiciones de los cuadrados. En el Ejem-
plo se presenta la forma de asociar la ecuacion de
la hipérbola con su definicion.

1b) Se tiene que ¢ =3 y a = 2 entonces:
b=3-22=9-4=5=(\5),
por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola es:
xZ yZ

_ an XX
2—1,ob|en,4 5—1.

2a) Se tiene que a? = 4% y b? = 32 entonces:
A=a’+b*=4>+32=16+9=25=5?,
por lo tanto, los focos son:
F.(=5,0), F.(5, 0).

2c) Se tiene que a? = 8 y b? = 8 entonces:
A=a’+b*=8+8=16=42,
por lo tanto, los focos son:
Fl(_4r O)I F2(4I 0)

Sugerencia Metodoldgica
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4.3 Elementos y propiedades de la hipérbola

Problema inicial

2 2
Utilizando la grafica de la ecuacién de la hipérbola % —L =1
a? b

a) Determina las coordenadas de los puntos A, y A,.

b) Determina la ecuacién de las diagonales del rectangulo que
muestra la figura, si B (0, —b) y B,(0, b).

Solucién
a) Dado que A,y A, estan sobre el eje x, y pertenecen a la hipérbola, se puede evaluar la ecuacion de la
. ’ - 2 2 2
hipérbola en y = 0. g 0—2 =1yresolviendo: % =
a b a
x’=a?
x=za

Por lo tanto, las coordenadas de estos puntos son: A (-a, 0), A (a, 0). y=—by y y=lx
a

b) Para la recta [, dado que pasa por los puntos (a, b) y (0, 0):
Utilizando la ecuacion dos puntos: Y = %

Para la recta m, dado que pasa por los puntos (—a, b) y (0, 0):

Utilizando la ecuacién dos puntos: y = —%x.

Conclusién
Los puntos A, y A, de la hipérbola se llaman vértices, y tienen coordenadas A (—a, 0) y A (a, 0). Ademas, el
punto medio del segmento A A, se conoce como centro de la hipérbola.

. . b b .
Las rectas que tienen ecuaciones y =X yy = ——_-X se llaman asintotas
de la hipérbola, y cumplen que sus graficas se aproximan a la hipérbola
pero nunca la tocan.

Asintota y Asintota
N

El segmento de recta cuyos extremos son los vértices de la
hipérbola se conoce como eje transverso, y el segmento de recta
cuyos extremos son los puntos (0, —b) y (0, b) se conoce como eje

conjugado.
Para graficar la hipérbola, primero traza las
[asintotas y los vértices. j
Ejemplo
Determina las coordenadazs de Izos vértices, los focos y las ecuaciones de las B4
asintotas de la hipérbola % - f—s = 1. Luego graficala en el plano cartesiano. N : B'Z """

Determinando los valoresde @, b, c: a=3,b=4,c=V3?+4% =+/25 =5.
Vértices: A (-3, 0),A,(3,0) Focos: F (-5, 0), F,(5,0)

, 4 4
Asintotas: ¥y = 36Y=E-3X

Al rectédngulo formado entre los puntos A, A, B, y B, en ocasiones se le
llama rectangulo asintotico, y puede utilizarse para trazar las asintotas de la
hipérbola a partir de las diagonales de dicho rectangulo.

b d
Problemas,

Determina las coordenadas de los vértices, ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego
graficala en el plano cartesiano.

xZ 2
a;—%=l b)

%

INES
|
©ol<,
I
[ER

c) —yTZ=1 d) x*—y*=1

=
[e)]

73/

J




Indicador de logro:

4.3 |dentifica los elementos de una hipérbola dada su ecuacién para graficarla en el plano cartesiano.

Una vez establecida la ecuacidon candnica de la
hipérbola, se puede trabajar con los estudiantes
los diferentes elementos que la conforman inclu-
yendo las asintotas, y cdmo graficarla en el plano
Kcartesiano a partir de ellos.

Solucién de problemas:

a) Determinando los valores de q, b, c:

a=4,b=3,c=V4+32 =+25 =5,
Veértices A (—4,0),A,(4,0)

Propésito:

En la Solucién se presentan los diferentes ele-
mentos que tiene una hipérbola en general, y lue-
go se utiliza el Ejemplo para observar la manera
de utilizar estos elementos para graficarla en el
plano cartesiano.

\_ /

Focos F.(-5,0), F,(5,0)

, 3 3
Asintotas Y = 26 Y=E-7x

b) Determinando los valores de a, b, c:
a=2,b=3,¢c=V22+32 =+13.
Vértices A (-2,0),A,(2,0)

Fl(_\/1_3' 0)1 Fz(\/1_31 0)

, 3 3
Asintotas y = SX Yy=E-5X

Focos

c) Determinando los valores de q, b, c:
a=4,b=2,c=\4+2> =20 =2+5.
Vértices A (-4,0),A,(4,0)

Focos Fl(—2\/§, 0), F2(2\/§, 0)
Asintotas ¥ = %x, y= —%x

d) Determinando los valores de q, b, c:

a=1,b=1,c=vV12+1% =42.
Vertices A (-1,0),A.(1,0)

Se recomienda no exi-
gir tanta precision en el
bosquejo de la hipérbola,
pues para ello seria nece-
sario encontrar otros pun-

Focos

F.(=v2,0),F,N2,0)

Asintotas y=%X, y=-X

tos utilizando su ecuacion.
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4.4 Desplazamientos paralelos de la hipérbola

Problema inicial o 1
Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién % - b’;—)= 1 }
.z y
Solucién . 1
Considerando la ecuacién de la hipérbola & — £ =1 y desplazandola 2 4
unidades hacia laizquierday 1 unidad hacia arriba, se obtiene la ecuacién: i
@+2 _(-1f 4 e
9 4
, , —7——5-4—3—2—1(} 1 5 4 X
Por lo tanto, la grafica es la hipérbola % - yf =1 con centro (-2, 1). :2

Conclusién

La ecuacion de una hipérbola desplazada A unidades horizontalmente Y gecyerda que para desplazar una

— k)2 (e . .
k unidades verticalmente esta dada por: (E=lbr (yTzk) =, grafica & unidades horizontalmente,
a? y k unidades verticalmente se cambia

Para graficarla, se puede ubicar el centro y graficarla como si este fuese el la variable x por la expresién x — h;
origen del plano cartesiano, o bien, graficarla en el origen y desplazarla. Y2 variable y por la expresion y — k.

Ejemplo 1 s
Determina la ecuacién de la hipérbola < e~ % =1 desplazada —4 unidades horizontalmente y —3 unidades
verticalmente.

Tomando la ecuacion original y reemplazando x por [x — (—4)], y ¥ por [y — (-3)].
(c+4) +37_4
16 9
Ejemplo 2
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

2 2
(x+T2) - (3’1"—61) = 1. Luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.

2 2
Esta hipérbola es equivalente a %—%=1 desplazada -2 unidades horizontalmente y -1 unidad
verticalmente, es decir, tiene centro C(-2, —1).

., 2y (x+2)> (y+1)_
Ecuacion T 1 e T 1
Vértices | A,(-3,0),A,(3,0) A (-5,-1),A,(1,-1) 1
Focos F,(=5,0), F,(5,0) F.(=7,-1), F,(3, —1)
5
4 4 y+1- (x+2)=>y— x 3
Asintotas |Y =3 % Y="3X PR
y+1=——(x+2)=>y——? -3

b d
Problemas.
1. Para cada literal determina la ecuacion de la elipse desplazada A unidades horizontalmente y k unidades
verticalmente.

a)x?z—%z:]_’hz?,'k:l b)x?z—y?zzl,h=2,k=—4 C)iz_yf=1;h=_3:k=_2

2. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.
Luego grafica en el plano cartesiano.

a) (x—91)2_(y;2)2=1 b)(x;3)z—(y+2)2=1 ) (x+2P2—(y+1)2=1

K:

®



Indicador de logro:

4.4 Encuentra y grafica la ecuacién de una hipérbola desplazada paralelamente respecto a los ejes de

coordenadas.
Propésito:
Puesto que los estudiantes ya conocen la ecua- En la Solucidn se espera que los estudiantes apli-
cion de la hipérbola y cdmo encontrar los ele- guen lo que ya conocen sobre desplazamientos
mentos de ella a partir de dicha ecuacién, es un paralelos tanto de una grafica, como de un punto,
momento adecuado para introducir los desplaza- gue se vio en la leccién sobre parabola y se siguid
mientos paralelos en la hipérbola. aplicando en la de circunferencia y elipse.
N AN v
Solucién de problemas:
(x—=3) _ (=17 _ (=2 =4 _ fan (=2 (y+4) _
1a) 2 5 = 1 1b) 2 < 1, o bien, 2 == 1.
=3 D=C2P g o pien E*3F , 0+20° _
1c) T 2 1, o bien, oty 1. ¥
2a) 2 a2 2 6
., x oy (x—1) _(y—2)2=
Ecuacién 5 i 1 5 7 1 5
4
Vértices | A (-3,0),A(3,0) A,(=2,2),A,4,2) 3
Focos |F,(—V13,0), F,(V13,0)| F(-V13+1,2),F,(V13+1,2) /2 <
1
2 _2 4 " N
5 ) Yy=2=5=-1)=2Y=3%+*3, | T EZH T 113 e >
Asintotas Yy=3x%y=-3% 5 ) 3 -1 \\
y—2=—?(x—1)=>y=—?x+? -2
2b)
Ecuacidn £ -y>=1 (x=3)° _ (y+2)?2=1 ?i
4 4 .
NG g
Vértices A, (=2,0),A,(2,0) A (1,-2),A,(5,-2) ‘—K_l 2 34 5 i
Focos Fl(_\/gl O)I FZ(\/EI 0) Fl(_\/g + 31 _2)1 FZ(\/E + 31 _2) =2 C
-3
1
) L | y-3=twen s y=taes A
Asintotas | Y =5X VY=—"5X 1 1 -5
y=3=-S(x+2)=>y=-75x+2 v
2¢)
Ecuacién xX2—y*=1 (x+2)>=-(y+1)2=1
Vértices | A (~1,0),A(1,0) A(=3,-1),A,(-1,-1)

Focos |F,(—v2,0), F,(¥2,0)|F(-v2-2,-1),F,(N2-2,-1)
y+l=(x+2)=>y=x+1,

Asintotas yY=Xxy=-x
y+1=—(x+2):>y=—x—3

®

N
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4.5 Ecuacion general de la hipérbola
Problema inicial
L Grafica en el plano cartesiano la figura determinada por la ecuacién 9x*> — 4y? — 18x + 16y —43 = 0. }
Solucién
Completando cuadrados para xy para y: y
9x?—-4y?—18x+16y—43=0 ordenando y agrupando, \ 1B,
9(x*—2x)—4(y*—4y)—43=0 completando cuadrados, )
9(x—1)>—4(y—2)>-9+16-43=0 sumandoeigualandoal, Fre Bt Ay
1
9x—1)* 4(y-2)* _ . = L J
T_(Y‘:&_G =1 simplificando, ¢ _4_/_17—01 ot ZK\\S 32X
(=1P (=22 _, B|
4 9
Por lo tanto, la grafica es una hipérbola con centro (1, 2), vértices A (-1, 2), A,(3, 2) y asintotas
. 3 1 3 . 3 7
y—2=%(x—1), esdecir,y =>x+=; y—2=-=(x—1), esdecir, y=—Zx+ 5
Conclusion
U L, o (x=h? (y—k)? _
na hipérbola puede ser representada desarrollando los cuadrados de la ecuacién iy < 1
y dejandola igualada a 0.
En general, para determinar el centro, los vértices y asintotas de una hipérbola cuya ecuacién sea de la
forma dx? — ey? + fx + gy + h = 0, se completan cuadrados perfectos en x y y, para expresar en la forma
w-he _ b-k?_4
a? b T
Ejemplo
Determina las coordenadas de los vértices, los focos y asintotas de la hipérbola x> — y>—2x -4y -4 =0,
luego graficala en el plano cartesiano con todos sus elementos.
xX=y*=2x—-4y—-4=0 y
(x=1)—-(y+2)?-1+4-4=0
2
(x-1p-(y+2)=1 .
Esta hipérbola es equivalente a x> — y? = 1 desplazada 1 unidad horizontal- <= —
mente y —2 unidades verticalmente, es decir, tiene centro C(1, —-2).
Ecuacién xX’—y’=1 (x—=1P2—-(y+2)0=1
Vértices A(-1,0),A(1,0) A(0,-2),A,(2,-2)
Focos F(-V2,0),F,(N2,0)| F(-V2+1,-2),F,(2+1,-2)
Asintotas y=Xx, y=—x y=x-3, y=—x-1
>
Problemas.
Determina las coordenadas de los vértices, las ecuaciones de las asintotas y los focos de cada hipérbola.
Luego graficala en el plano cartesiano.
a)4x?>—-9y*—16x+18y—-29=0 b) 25x>—4y*-100x—16y—-16=0 c)x’—4y*+2x+8y—-7=0
d) 16x2—-9y*+32x—-54y—-209=0 e)x*—-y*—-4y—-8=0 f) 4x>-9y>-8x—32=0
_

J

©




Indicador de logro:

4.5 Determina los elementos de una hipérbola a partir de su ecuacién general y traza su grafica en el

plano cartesiano.

Propésito:

Ahora que los estudiantes ya han aplicado des-
plazamientos paralelos en la hipérbola, se traba-
ja con la ecuacidn general utilizando el procedi-

miento para completar cuadrados perfectos.

cados los desplazamientos
plano cartesiano, para que
claridad de los casos.

Solucién de problemas:
a) 4x?—-9y?-16x+18y—-29=0

4(x—-2)>-9(y—-1)?>=29+16-9

=22 _ Sy-1? _,
36 36

k=2 (-10_4

9 4

b)25x? - 4y? - 100x - 16y —16 =0

25(x—2)2—4(y +2)*= 16 + 100 — 16
25(x—2)*  4(y +2)?

100 100 1
@-2¢ 2y _,
4 25

)x?—4y’+2x+8y-7=0

(x+1)2-4(y-1)2=7+1-4
(x+1)*  4(y-1)
4 4

(c+1) _
— (y-1p=1

=1

d) 16x*—9y? +32x—54y—-209=0
16(x+1)*—9(y+3)*=209+16-381
16(x +1)* _ 9(y +3)° _

144 144 1
(1P (3P
9 16

e)x’—y*—4y-8=0

C=(y+27=8-4 F(-242,-2),

2 _ et F(2V2,-2)
4 4 y=x-2
y=-x-2

A(-2,-2),A(2,-2),

En la clase anterior y en esta quedan ejemplifi-

a los 4 cuadrantes del
los estudiantes tengan

S

4
Al(_ll 1)r AZ(SI 1)r \
F(-VI3 +2,1), :
F,(V13 +2,1) ¢
2 1

y=3e-3 -
= 2x+L \
y=-3%¥*3 y

AI(OI _2)1 A2(4; _2)1

\

——

F(—29+2,-2), ¢

F,(V29 +2,-2)
5

y=5%x- 7

y:—%x+3

>X
6 7

A(-3,1),A[1, 1),

F(=V5-1,1),
F,5-1,1)

1,3

/>i;\5
N

S

7

==x+
=575
11

———x+ =
y Zx 2

A,(-4,-3),A,(2,-3),

F,(-6,-3), F,(4,-3)

_4. . _5
=3%¥73
__4 13
-3 3

f)4x?*—9y*-8x—-32=0
4(x—-1)-9y*=32+4
Ax—1P _ 9 _

36 36 1
(x=1p2 ¥ _
9 4 =1

®

Al(_zl O)r A2(4r 0);
Fl(_\/E + 1' O)I

F,(v13 +1,0)
2 2
YE3*73

2 2

yE-gxtg
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4.6 Practica lo aprendido

1. Deduce la ecuacién de la hipérbola de cada literal.

a) F.(-5,0), F(5,0),a=3 b) F,(=3, 0), F,(3, 0), y vértices A (-2, 0), A,(2, 0).

2. Determina las coordenadas de los focos de cada hipérbola.

aL-L=1 b L-L=1 0 L-2

3. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.
Luego graficala en el plano cartesiano.

X_X b) ¥— L =

AT % 4

4. Para cada literal determina la ecuacion de la hipérbola desplazada & unidades horizontalmente y k
unidades verticalmente.

2 _y_ -2 k= 2 _y._ =3 k=-
a) -%=1,h=2k=3 b) 5 -L=1,h=-3k=-1

5. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

(x=2P _(y+2) _ =22 _
a) —5 5 =1 b)(x+1)2—T_1

6. Determina las coordenadas de los vértices, las asintotas y los focos de cada hipérbola. Luego graficala en
el plano cartesiano para cada literal.

a)x?—4y’+2x—-8y—19=0 b)9x*—y>+6y—-18=0

7. Encuentra la ecuacién que determina cada una de las siguientes graficas.

a) v b) y

mal
>
n

/
/
=N W
\
\
BN W S U N X
v)

b L Lo

|
N
|

N O

N\

&




Indicador de logro:

4.6 Resuelve problemas correspondientes a la hipérbola.

Solucién de problemas:

1a) b2 = 52 — 32 = 25 — 9 = 16, entonces la

.z . .’)CZ yz _ . xZ
ecuacion es: il 1, o bien, 5

1b) b2=32—222=9—4=5, entonces la ecuacion y=x—4
: iz— y = i ﬁ_y_zz —_
es: 2 NG 1, o bien, 7 C 1. y=—x
2
2a) ¢2=22+32=4+9=13=(V13), y los focos son:
’ (33), v 5b) A,(-2,2),A(0, 2),

F,(-V13, 0), F,(V13, 0).

2b) ¢?=5+4=9=3?2,y los focos son:
Fl(_3r O)I Fz(al 0)

2
2c) >=9+4=13= (\/ﬁ) , ¥ los focos son:

F,(-V13,0), F,\13, 0).
3a) Vértices A (-2,0),A,(2,0)
F,(-2+/5, 0), F,(2V5, 0)

Focos

Asintotas ¥ =2x, y=-2x

3b) Vértices A (-1,0),A(1,0)

Focos Fl(—\/g, 0), FZ(\/E, 0)
Asintotas y = 2x, =-2x
N 10 73 4 5 0%
-2
-3
(x-2p _ (=3P _
4a) 5 T 1.
o ) ) N ) L (x+3)
4b) 5 5 1, o bien, s

5a) A (-1,-2),A,[(5,-2),

F(-3Y2+2,-2),
F,(3V2 +2,-2)

yZ

16

F,(-V10 - 1,2),
F,(N10-1,2)
y=3x+5
y=-3x-1

6a) x?—4y*+2x—-8y—-19=0
(x+1)-4(y+1)’=19+1-4
(x+1)> A4y +1)

A (-5,-1), A (3,-1)

F.(-2V5-1,-1),

F(2Vv5-1,-1
=1 2( \1/_ )

1

16 16 yz_zx__z
(x+1)2_y+1)2:1 1 3
6 4 YETRET R

A(-1,3),A(1,3),
Fl(_\/ﬁ, 3)1

6b) 9x?—y?+6y—-18=0
9x2— (y—3)2=18-9

o _ (-3¢ _,4 F,(N10,3)
9 9 y=3x+3
xz_(y—T3)2=1 y=-3x+3
y Y
6a) 2 6b)
1

<x
\ 1

g —/flol 1\\& 33 %
7a) Se identificaquea=3y b =1,y el centro esta en

(0, 0), por lo tanto, la ecuacién es:

yZ
1

=1,obien,%z—y2=1.

7b) Se identificaque a =2y b =2, y el centro esta en
(5, 3), por lo tanto, la ecuacién es:
(k=57 _(=31_4

_(y+1)2=1_ 4 4

®
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4.7 Aplicaciones de la hipérbola*

Problema inicial

Un barco envia sefiales hacia dos torres ubicadas sobre
la costa a 10 km una de la otra, si al recibir la seial se
calcula que la ubicacidon del barco a una de las torres es
6 km mas lejana que la distancia a la otra torre. Deter-
mina la posible posicidn del barco si este navega a 4 km
de distancia de la costa.

k
Solucién o y
. . . s . X -
Considerando la situacién como una hipérbola = — y_z =1 6
cuyos focos son las torres, entonces dado que la diferencia ; /
de las distancias a las dos torres en ese instante es 6 km, se N 7
3
puede determinar el valor de a, y como también se conoce [\ > /\
la distancia entre las dos torres (focos), es posible conocer el -l 1 ™ > \&
. 1 2
valor de ¢, asi: S 240 > X
|d,-d,| =2a =6, entonces a = 3, Vi -
2c¢ =10, entonces ¢ =5, =3
b2=cz_a2=52_32=42
2 2
Por lo tanto, la ecuacion de la hipérbola que modela la situacién es: %— % =

Para localizar el barco bastara encontrar la coordenada en x cuando y = 4:

;C—z— 3—2 =1 Despejando x°.
x?=2(3?)
x =432

Conclusién
En una hipérbola los focos cumplen una propiedad reflectora
importante: si se toma una linea desde un foco esta, sera refle-
jada por la hipérbola exactamente sobre el otro foco.

Esta propiedad reflectora parecida a la de la elipse y |la parabo-

la hace de las formas hiperbdlicas herramientas de aplicacion
en diversos dmbitos cientificos.

>
Problemas,

El sistema de navegacion ruso CHA-
YKA'y el sistema LORAN utilizan este
principio para la localizacion de na-
vios, sin embargo poco a poco este
tipo de sistemas esta siendo reem-
plazado por la localizaciéon GPS.

1. Las sefiales de un barco recibidas por un sistema CHAYKA cuyas torres estan ubicadas sobre la costa a 26
km una de la otra, si al recibir la sefial se calcula que la ubicacion del barco a una de las torres es 10 km
mas lejana que la distancia a la otra torre. Determina la posible posicién del barco si este navega a 12 km

de distancia de la costa.

. . . . Espejo o 7
2. Un telescopio Maksutov-Cassegrain funciona de modo que recibe las parabélico
sefiales de luz, y son reflejadas por un espejo parabdlico (cortado) ha- Espejo | y
cia el foco, el cual es foco de otro espejo, pero este es hiperbdlico como hiperbdlico "
lo muestra la figura. Determina la funcién del espejo hiperbdlico y ex- Espejo AN
. . . . . parabdlico
plica el funcionamiento del telescopio Maksutov-Cassegrain.

199




Indicador de logro:

4.7 Utiliza las propiedades de los focos y la ecuacidon de la hipérbola para resolver problemas sobre objetos

hiperbdlicos.
Propésito:

Después de abordar los conceptos basicos sobre En las soluciones a los Problemas los estudiantes

la hipérbola, se pueden analizar y resolver algu- deben modelar una situacién a partir de concep-

nos problemas sobre aplicaciones a la vida real, tos matematicos, para luego resolverlos e inter-

basados fundamentalmente en la propiedad re- pretar la respuesta obtenida para dar solucion al

flectora de la hipérbola. Esta clase tiene asterisco, problema original.

lo que indica que el docente debe dar mayor apo-
\_Yyoasus estudiantes. AN y
Solucién de problemas:

xZ yZ
1. Resolviendo como el Problema inicial, se considera la situacién como una hipérbola 2 o 1 cuyos

focos son las torres, entonces dado que la diferencia de las distancias a las dos torres en ese instante es
10 km, se puede determinar el valor de a, y como también se conoce que la distancia entre las dos torres
es 26 km (focos), es posible conocer el valor de ¢, asi:

|d,—d, | =2a =10, entoncesa =5,
2c =26, entonces ¢ =13,
b>=c*—-a?=13?-52=122

2 2
Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola que modela la situacién es: %— % =1.

Para localizar el barco bastara con encontrar la coordenada en x cuando y = 12:

JSC—E— %; 1 despejando x2.
x?=2(5?%)
x =452

2. Para este problema es suficiente con que los estudiantes comprendan que por la propiedad reflectora del
foco de la parabola, los rayos de luz captados son reflejados hacia el foco F, el cual es compartido por el
espejo hiperbodlico, cuya propiedad hace reflejar los rayos desde dicho foco F, hacia el otro foco F, de la
hipérbola, el cual en este caso coincide con el ocular del telescopio, en donde se observa lo que capta el
telescopio.

Espejo >

parabdlico

Bpeio ol F
hiperbdlico 1
R
Espejo
parabdlico

@ Sugerencia Metodoldgica



-~
4.8 Practica lo aprendido ~

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de hipérbola. Modela cada situacion en el plano cartesiano.

1. En el universo las trayectorias de un cometa pueden tener diversas
formas, desde elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas, siempre tenien-
do al Sol como foco de dichas figuras. Tomando un cometa cuya tra-
yectoria es hiperbdlica (solo sera visto una vez en la historia), cuya
ecuacioén esta dada por:

Donde los numeros 20 y 21 representan cuatrillones de metros. De-
termina la distancia minima en que pasara el cometa con dicha tra-
yectoria del sol.

2. Las torres de enfriamiento de las plantas nucleares de energia se disefian con forma de hiperboloide
de una hoja, si el didmetro de la parte mas alta es 3.75 m y se ubica a 9 m de altura, y el didametro mas
pequefio es de 3 my se ubica a 6 m de altura, determina aproximadamente el didametro de la base de la
torre.

s M\
Una forma de hiperboloide es un cuerpo geométrico
que resulta de girar una hipérbola alrededor de algu-
no de sus ejes. Si se gira alrededor del eje transverso
se conoce como hiperboloide de 2 hojas vy si se gira
alrededor del eje conjugado se conoce como hiper-
boloide de 1 hoja.

Hiperboloide de 2 hojas  Hiperboloide de 1 hoja

i

L. . . La torre de Polibino fue construi-
3. La torre de Polibino fue la primera estructura disefiada con forma . . .
da por el ingeniero ruso Vladimir

de hiperboloide. Si el diametro de la parte mas alta de una torre hi- Shijov, y la construccion de to-
perboloide es 4v5 m y se ubica a 32 m de altura, y el didgmetro mas rres hiperboloides fue patentada
pequefio es de 4 my se ubica a 16 m de altura, determina el diametro por el mismo Shujov en el afio
de la base de la torre. 1896.

4. Una avioneta vuela sobre la ciudad de San Vicente y describe una
trayectoria hiperbdlica dada por la ecuacion 4y* — x? = 2500.

Determina cudl es la menor distancia sobre el nivel del suelo a la
que estard dicha avioneta.




Indicador de logro:

4.8 Resuelve problemas de aplicacién de la hipérbola.

Solucién de problemas:

1. Puesto que el sol es el foco, la menor distancia se dard en uno de los vértices de la hipérbola, calculando
los valores a, by ¢ de la ecuacién de la hipérbola se tiene que:

a=20,b=21y c=~20%+21%=29.

Entonces el sol estd en el punto (c, 0) y el vértice de la trayectoria hiperbdlica por la que pasa el cometa
pasa por el punto (a, 0), es decir, que la distancia minima entre el sol y la trayectoria del cometa es c—q;
entonces, la distancia minima es 29 — 20 = 9 cuatrillones de metros.

2. Localizando el centro del plano cartesiano justo en el centro de
la circunferencia de radio mas pequefio de la torre, puesto que
el didametro en esta parte es de 3 m, entonces a = 1.5, y ademas
se cumple que la distancia del eje conjugado a un punto en la
circunferencia mas alta es 1.875 y esta a una altura respecto
del eje transversal de 9 — 6 = 3 metros, por lo tanto, la hipérbola
pasa por el punto (1.875, 3). Luego, utilizando la ecuacién de la
hipérbola: , ,

e

152 b2
Evaluando el punto (1.875, 3) en la hipérbola:

1875 _ 3% _4
1.5? b? ’
Expresando los decimales como fracciones y encontrando el valor de b%:
71
T4 3 52 32 25 9 9 _ 9 )
- = =l=>=>-5=1l=-1== = === = 0p’=16.
w1 1 2 p? 6 1" 2 %" 1 b*=16
10’5
. . Looox? 2 .
Por lo tanto, la hipérbola tiene ecuacion 15— % =1, y evaluando en el punto que corresponde al nivel
del suelo, es decir, y = -6, y encontrando x:
x _ (_6)2 - x? =1+ —36 9 2 = 2 + i) 2 = Z(E,) = +—3 13
T T"1:>1.521 e X 1.514:>x 1.54:>x_‘4.
. C . o 3 3V13
Por lo tanto, el diametro de la parte mas baja (considerando el valor positivo de x) es 2 x % == .

2 2 2
3. De manera muy similar al problema anterior, se calcula el valor de b%: (ZT\/?) - 1b—62 =1 =>5-1= %
= p2= 28 _4(16) = 64.
4 , )

o . Xy .
Por lo tanto, la hipérbola tiene ecuacion >; — ri 1, y evaluando en el punto que corresponde al nivel
del suelo, es decir, y =16, y encontrando x:

%_(_;26)2:1 = xTz:l+4 :>x2=5(4) = x=i'2\/§
Por lo tanto, el didmetro de la parte mas baja es 2 x 25 = 4+/5.
4. Se expresa la hipérbola en forma candnica, dividiendo por 2 500: % - 2;2)0 =1= 23’522 - ngz =1

Luego se asocia la ecuacidn a una hipérbola vertical (analizar de manera analoga intercambiando x vy y)
por lo tanto, el vértice seria el punto mas cerca a la ciudad, el cual esta en el punto (0, 25), por lo tanto,
la menor distancia a la que pasara la avioneta del suelo es de 25 metros.

@ Sugerencia Metodoldgica



4.9 Problemas de la unidad ~

N

a) 9x? +25y*—54x—-144=0 b)x?+y*+4y+3=0 c)y’+x+4y+4=0

d)4x>-y*+8x—-2y+7=0 e)2x’—4dx-y+4=0 flar+y?+2x—-8=0

g) 9x*+4y*—16y—-20=0 h) 9x>-9y?—18x+54 =0 a?+y?—2x—-2y—-2=0

j)9x?—16y?—18x—-32y—-151=0 k)y»*+x+2y+3=0 [) 25x? +9y*—50x +18y—-191=0
Enresumen

Piensa cdmo seria la ecuacion de

1. Grafica la parabola determinada por cada ecuacion en el plano cartesiano, UN@ Parabola horizontal.

a) x = 22 b) x = —3y2 cx+1=(y-2) dyx+2=—(y +1)

Piensa cémo seria la ecuacion de

2. Grafica la elipse determinada por cada ecuacién en el plano cartesiano. una elipse horizontal.
L L (x-20 (y-1) (x+1)?  (y+1)
—_— 4 = = — 4 = = —_— L = -
aEty=l b) 5 +55=1 T T d) ==+ —5—=1

Piensa cdmo seria la ecuacion
3. Grafica la hipérbola determinada por cada ecuacion en el plano cartesiano.  de una hipérbola horizontal.

v _E v _# e 2P B2 gy e
a) =1 b) .5~ g =1 €)= 2 1 A7 -1y =1

4. Clasifica las siguientes ecuaciones segun el tipo de figura que determinan en el plano cartesiano, parabola,
circunferencia, elipse o hipérbola.

a)§+z_z=1'a¢b b)y—k=$(x—h)2 ) a2 +y2 =12 d)(x#zh)z_(y;zk)zzl
=R+ -k =r ) o= By= ) A O g e

5. Determina qué tipo de figura (parabola, circunferencia, elipse o hipérbola) corresponde a cada ecuacion.

Las cuatro figuras estudiadas (parabola, circunferencia, elipse e hipérbola) reciben el nombre de cénicas, y
estan dadas por los siguientes tipos de ecuaciones:

= l 2 2 2 — 2 iz + y_z = 2 2
Y= X oy =r RS £
Pardbola Circunferencia Elipse .
Hipérbola

Estas figuras pueden tener variantes, como estar en posicion horizontal, desplazadas o expresadas con
todas las operaciones desarrolladas e igualadas a cero. En general, las ecuaciones presentadas arriba se
conocen como: ecuaciones candnicas de dichas figuras.

)
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4.9 Resuelve problemas correspondientes a las secciones conicas.

Propésito:

En estos problemas hay que orientar a los estudiantes a que los piensen como si se intercambiaran los
ejes de coordenadas, es decir, como si el eje y fuera el eje x, e identificar que todas las graficas son para-
bolas, elipses o hipérbolas rotadas 90°.

Solucién de problemas:

1a) x = 2y? 1b) x =-3y? Ic)x+1=(y—2)? d)x+2=—(y +1)?
Yy Y )i Y
o) - . 2 4 = 3 .
1 3- 3 -5 —4 -_3\-)2 -
Vi N ~Jy N X 5 4 2 -1 o1
Pl 2 3 4 5 #4832 - 0 AN \Y 1
1 | —— : [~ L :
- ‘ -1 [0 1 2 x -
XLy Lo (=22 (=19 _ (+1) (y+1) _
2a) wtyE =1 2b) gt =1 2c) et s 1 2d) Tt =1
Y Y y
B4 Vs RN ZEE 1
3 / 2 ) /: \ 2
/ 1 1 2 -2-10f 1 X
X 0 X 1 C 1
- —qut 2-10[ 1 2 - cCl
\ : Y R \ 17/
2/ \ 4 / N\ / NV
\ 4 / \—; /
h 4 \ d / \ /
y_x_ y_x_ W+1)? (k=2 _ =2y 2
3a) > 3 =1 3b) 5 16_1 3¢) 5 2 =1 3d) 4 (x+1)2=1
Yy Y
Yy
y ~ » \\-: // \ 6
4 i c
q ; P ~_ _— 2 5
N - 1 . ) / 1 \ / 7
N “ \ /
N\ 1 P \\ 1 ,/ —10 ]X I X
N I 1 C 2
- 3 X 32 - 7 3% /N ‘1\
bl B NGs LN -
L / - -2
/ > b S \\\ 31/ \ -4 -3 RA1 T2 X
3 ™~ 3 4 N
Vv X ~N ,// 4 \\\ 75 \\ =21\
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4. Parabolas Circunferencias Elipses Hipérbolas
b) y k=g (x=h)? | c) x+y2=1? a) S+ %=1 d) EoM_ Lol
g)y=$x2 e)(x—h)?+(y—k2=r? | h) (X;Zh)_l_(yl;):l ) %—%=1

5. En este problema se puede inducir a los estudiantes para que analicen e identifiquen las caracteristicas de
la ecuacidn general de las secciones conicas. Primero se observa que no hay término xy, luego, si alguno
de los coeficientes de x? o y? es cero, entonces es una parabola; si son iguales y positivos, entonces hay
gue completar cuadrados perfectos para determinar si es una circunferencia, un punto o no determina
una figura en el plano cartesiano; si son diferentes y positivos, entonces hay que completar cuadrados
perfectos para determinar si es una elipse o si no determina una figura en el plano cartesiano; y si son
diferentes y alternados (uno positivo y el otro negativo), entonces es una hipérbola.

5a) Es elipse porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y positivos, y al completar cuadrados

—_ 2 2
perfectos se llega a la ecuacién: (362—53) + % =1.

5b) Es circunferencia porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero e iguales, y al completar cua-
drados perfectos se llega a la ecuacion: x>+ (y + 2)*=1.

5c) Es parabola porque el coeficiente de x? es cero.
5d) Es hipérbola porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y alternados.
5e) Es parabola porque el coeficiente de y? es cero.

5f) Es circunferencia porque los coeficientes de x? y y* son diferentes de cero e iguales, y al completar cua-
drados perfectos se llega a la ecuacion: (x + 1)+ y* = 9.

5g) Es elipse porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y positivos, y al completar cuadrados

7 Z — 2
perfectos se llega a la ecuacion: x? + (3’_92) =1.

5h) Es hipérbola porque los coeficientes de x* y y? son diferentes de cero y alternados.

5i) Es circunferencia porque los coeficientes de x? y y* son diferentes de cero e iguales, y al completar cua-
drados perfectos se llega a la ecuacion: (x —1)*+ (y —1)*=4.

5j) Es hipérbola porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y alternados.
5k) Es parabola porque el coeficiente de x? es cero.

51) Es elipse porque los coeficientes de x? y y? son diferentes de cero y positivos, y al completar cuadrados

. —1)2 2
perfectos se llega a la ecuacion: % + (yz;sl) =1.

No se recomienda que en este problema se completen cuadrados perfectos para cada caso, porque se volveria
un problema muy largo, es mejor hacer énfasis en el andlisis de la ecuacién general de las secciones conicas,
solamente es necesario completar cuadrados para el caso de la circunferencia y la elipse. Ademas, este proble-
ma sera retomado en la practica de GeoGebra para que posteriormente corroboren las respuestas.

&



4.10 Problemas de la unidad ~

1. La base de un triangulo tiene longitud fija y sus vértices se ubican en
los puntos (-4, 0) y (4, 0), determina el lugar geométrico que describe
el otro vértices si se cumple que el producto de las pendientes de ¢
los lados variables siempre es igual a 4.

2 X

2. Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacion x* + y? = 16 y reducir
las coordenadas en y de cada punto de ella a % .

N En este ejercicio se puede
4 observar como una elipse

y
puede ser vista como una
N circunferencia  reducida

N

~ . . s
4 respecto a una direccion a

una razon constante.

3. Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mueve
sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento AB
que cumplen estar a una proporcién 3:2.

Yy
N Puedes asumir las coordenadas de A(a, 0) y
B(0, ) *’\ las de B(0, b), utiliza el Teorema de Pitdgoras
”\ para establecer una ecuacién. Luego puedes
X calcular las coordenadas de un punto sobre
x un segmento dividido a una razén dada.
~ 7
| Ao

4. ldentifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a la recta y + 2 = 0 y a la circunferencia x> + y* = 16. Asumiendo que dicha
circunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

NY

Determina la relacidn que existe entre las
distancias del centro de la circunferencia
variable a larectay al centro de la circunferencia
fija.

/i
N

En resumen
Todas las figuras cdnicas son llamadas de esta manera porque
todas se pueden obtener de realizar cortes por un plano sobre

un cono de doble hoja como lo muestra la figura. Parabola
Circunferencia

Puedes encontrar informacién acerca de las c6- Hipérbola
nicas en el video oficial del Ministerio de Educa- Eliose
cion de El Salvador (MINED) titulado “Cdnicas”, P

en la direccion https://goo.gl/Lg3dGW.

@ _/
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Indicador de logro:

4.10 Resuelve problemas correspondientes a las secciones conicas.

Propésito:

Analizar los problemas e interpretar la informacion de cada uno para expresarlo de forma matematica a
partir de conceptos ya conocidos.

Solucién de problemas:

1. Se puede considerar el otro vértice como el punto P(x, y), entonces /y\
encontrando las pendientes:
_y-0_ v _y-0 _ y m P |
M= =4~ %4 M= x= )~ x+4a ¢ /\ :
-4 4
entonces se debe cumplir que el producto de las pendientes debe ser
4, es decir m, m, =4, entonces: N2
y y y? 2 _
X T4 o =4y =AW -16) 2y - 4x + 64 = 0= X _2 =1

16 64

Por lo tanto, el Iugar geométrico que describen los puntos que cumplen las condiciones del problema

2
es la hipérbola £ - Y =1
16 64

2. Se puede considerar el punto P(x’, y’) de la figura que redujo cada coordenada en y de la circunferencia

3 . . . , 4
en o, entonces el punto correspondiente en la circunferencia tendrd coordenadas (x, y) = (x/, gy'),
entonces satisface la ecuacion de la circunferencia:

2
’2 4 _ x'2 l'éy'z £ y
x+(3y) 16 = T2+ —o0g 1:>42+32 -1

Por lo tanto, el lugar geométrico que resulta de tomar una C|rcunferenC|a de ecuacion x* + y* =16y

reducir las coordenadas en y de cada punto de ella a Z es la elipse % X + L > =1.

En este problema hay que tener cuidado e interpretar bien la informacién al momento de
sustituir en la ecuacién de la circunferencia.

3. Se pueden considerar los puntos P(x, v) que estan en proporcion 3:2 en el segmento AB, entonces por
Pitagoras se sabe que AO? + OB2 = AB?, luego a? + b? = 52, ademas utilizando la formula de proporcio-
nalidad vista en la Unidad 2 de linea recta:

2 3D 5x _ 5y
(x'y)z (3(02)':;(@)’ 3(52)15(0)) = ?a =Xy ==y = a:T y b =5
Ahora se sustituye en la ecuacién planteada a partir de la relacidon del Teorema de Pitagoras:
(5x)2+(5y)2_25 2% 2’53’ =1 A ‘/y\
— =) = > = +2-=1.
2 3 4 22 32

Por lo tanto, el lugar geométrico que resulta de los puntos deI segmento AB
gue cumplen estar a una proporcion 3:2 es la ellpse S+===1

N

&



4. Considerando el centro de la circunferencia interior como P(x, y), enton-
ces, la distancia a la recta y = -2 seria d(P, [) = y + 2; ademas la distancia
entre los centros de las circunferencias es:

d(P, 0) =\ a% + 7.

< > X
-4
Dicha distancia también se puede calcular como la diferencia entre el ra- \ ]
dio de la circunferencia grande (4) menos el radio de la pequefia (y + 2), \
entonces:
d(P; O)=4_(y+2)- 2

Entonces, v + y? =4—(y+2)=>x2+y2=(2—y)2=>x2+y2=4—4y+y2:>x2+4y—4=0=>y=-%x2+1.

P . . . 1
Por lo tanto, el lugar geométrico que determina el centro de la circunferencia es la parte de y = —sz +1
donde —2V3 <x <23,

@ Sugerencia Metodoldgica



Practica en GeoGebra

5.1 Practica en GeoGebra: construccion de secciones conicas

En esta practica se construirdn graficas de secciones cénicas a partir del uso de variables, de modo que,
al dar valores diferentes del centro, parametro, longitudes de los ejes, etc., se puedan construir secciones
conicas de la misma familia (parabolas, circunferencias, elipses o hipérbolas). Sigue los pasos indicados en
la parte de “Prdactica” para construir la cdnica. Luego trabaja en GeoGebra la parte “Actividades” que esta
al final de esta practica.

Practica
Construccidn de una pardbola de parametro p y vértice (h, k).

1. Ingresa en la barra de entrada la variable p con valor de 2

Entrada: p=2
digitando p = 2.
7 )
! » Vista Al i X
. “ ” . . lgebraica
2. Presiona “enter” para obtener en la Vista Algebraica (panel T nimero
izquierdo) la expresion de la derecha. —> p=2
3. De la misma manera introduce las variables & y k, con valor » Vista Algebraica X
de 5 para ambas variables, en la Vista Algebraica se tendra un | N”:“:’g
resultado como el que muestra la imagen de la derecha. ~ k=5
 pe2

4. Grafica el foco, digitando en la barra de entrada F = (h, k + p), el
punto F (foco) aparecerd en la vista grafica. I—|—I—‘—> Entrada: F = (h, k + p}

5. Grafica la directriz, digitando en la barra de entraday = k—p, la Entrada: y = k - p)
recta directriz aparecera en la vista grafica. R

6. En el botdn de conicas, selecciona la opcion Pardbola.
Gl A O 0 4 N =] )

> Visa Agebraca %> Visa (3] gipso

7. A continuacidn selecciona el punto F (ya sea en la Vista Grafica o timero 5] renen
en la Algebraica) y luego selecciona la recta directriz. Se obtendra P?»i < Pariboa
la gréfica que se muestra abajo. r\v e % G
® fiy=3

Entrada

8. Puedes cambiar los valores de las variables p, A, k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica para
corroborar las respuestas de los problemas de la leccién 1. También puedes ver las formas de la ecuacion
de la parabola dando clic derecho sobre la ecuacion de la cénica en la Vista Algebraica para expandir

\_  todas las opciones. Y,

@

200




-
Construccién de una elipse conocidos los valores de a, ¢y centro (A, k).
I[ﬁ * Vista Algebraica X
1. Ingresa las variables a, ¢, h y k desde la barra de entrada con ! NU;ﬂzf;
valoresde 5, 3, 1y 2 respectivamente. En la Vista Algebraica - =3
se obtendrd un resultado como el que muestra la figura de L7 ::;
la derecha.

2. Grafica los focos y un vértice, digitando las coordenadas de R DO LN =) )
» Vista Algobraica X [ Vistal | Eipes

los puntos F, F,y A, delaforma F1=(h-c, k), F2=(h+c, k) ”“ZZ’;; upr—
y Al = (h - a, k). Los puntos apareceran en la vista grafica. net
Punto {3 Coénica por cinco puntos
® A1=(4,2)
® F1=(2,2)
® F2=(4,2)

N Pardbola

3. En el botén de cdnicas, selecciona la opcidn Elipse.

4. A continuacién selecciona el punto F1 luego selecciona el punto F2 y finalmente el punto A1l (vértice). Se
obtendrd la grafica que se muestra abajo.

Archivo Edita Vista Opciones Hermamientas Ventana Ayuda

Al Ol =l ¢
» Vista Algebraica X » Vista Grafica
Conica
o d: 166 42592325
Numero
a=5§

Entrada.

5. Puedes cambiar los valores de las variables a, b, h y k dando doble clic sobre ellas en la Vista Algebraica
para corroborar las respuestas de los problemas de la leccién 3. También puedes ver las formas de
la ecuacion de la elipse dando clic derecho sobre la ecuacién de la cénica en la Vista Algebraica para
expandir todas las opciones.

Actividades

1. Construye una circunferencia con los valores del centro (A, k) y el radio r.

2. Construye una hipérbola con valores de a, ¢y centro (A, k).

3. Verifica las respuestas de los problemas que resolviste durante las clases de toda la unidad y corrobora
que estan correctos.

4. Contruye una pardbola horizontal.

. Contruye una elipse vertical.

6. Contruye una hipérbola vertical.

@ p

52}
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Indicador de logro:

5.1 Utiliza un software matematico para graficar y localizar los elementos de las cénicas a partir de su for-

ma canonica.
Propésito:
Ahora que los estudiantes ya conocen los conteni- Esta practica esta enfocada en que los estudian-
dos tedricos sobre las secciones cénicas, se enri- tes construyan las diferentes cdnicas en GeoGe-
quecerd introduciendo la herramienta de GeoGe- bra de manera general y luego puedan cambiar
bra para realizar y comprobar los procedimientos los valores variables para cada ejercicio resuelto y
tedricos y conocer mas sobre este software ma- comprobar el trabajo realizado de forma tedrica a
Ktemético. ) Kpar‘tir de este sofware. )

Solucién de problemas:

1. Para construir la circunferencia es suficiente crear las variables r, A, k de manera andloga a como se hizo
en la practica y luego utilizar la opcidn circunferencia (centro, radio) del botdn circunferencia.

2. Para construir la hipérbola es muy parecido a la construccion de la elipse, ya que es suficiente crear las
variables a, b, h, k de manera anéloga a como se hizo en la practica y luego graficar los focos y un vér-
tice al igual que en la elipse, haciendo F1 = (h - ¢, k), F2 = (h + ¢, k) y A1 = (h - a, k), para luego utilizar la
opcién hipérbola del botén cdnicas y seleccionar primero los focos y luego el vértice.

3. Este apartado es Unicamente para comprobar los problemas que tenian que ver con graficar alguna cé-
nica, y pueden ser tomados de las clases: 1.4, 1.5, 1.10, 2.1, 2.2, 2.6, 3.3, 3.4, 3.6, 4.3, 4.4 y 4.6; y algun
resultado sobre rectas, aplicando las précticas de la unidad 2.

4. Este problema es muy similar a la parabola vertical, pues se deben crear las variables p, A, k; solamente
hay que cambiar la férmula para el foco, que ahora sera F = (h + p, k) y también hay que cambiar la ecua-
cion de la directriz que ahora sera x = h — p, luego de manera similar se selecciona la opcidn parabola
del botdn conicas y luego seleccionar el foco y la directriz.

5. Este problema es muy parecido a la construccién de la elipse horizontal, es suficiente crear las variables
a, b, h, k de manera andloga a como se hizo en la practica y solamente cambiar cémo se definen los fo-
cosy el vértice, haciendo F1 = (h, k-c), F2 = (h, k+c)y Al = (h, k - a), para luego utilizar la opcion elipse
del botdn conicas y seleccionar primero los focos y luego el vértice.

6. Este problema es muy parecido a la construccién de la hipérbola horizontal, es suficiente crear las va-
riables a, b, h, k de manera analoga a como se hizo en la practica y solamente cambiar cémo se definen
los focos y el vértice, haciendo F1 = (h, k-c), F2 = (h, k+c) y Al = (h, k - a), para luego utilizar la opcién
hipérbola del botdn cénicas y seleccionar primero los focos y luego el vértice.

Se recomienda que los estudiantes guarden cada actividad en archivos separados, desde el inicio de la practica, pues
pueden retomarlos para la realizacion de las demas actividades; ademas, se recomienda que estos archivos esten guar-
dados en algun espacio determinado (ya sea de una computadora o de una memoria USB) para las clases posteriores, en
especial para la clase 5.3.

&



5.2 Practica en GeoGebra: grafica de la ecuacidn general de conicas

En esta practica se utilizara la Hoja de Calculo de GeoGebra para graficar cdnicas dada una ecuacién en for-
ma general, asi serd mas sencillo identificar el tipo de cdnica que esta expresada, e incluso se puede utilizar
la Vista Algebraica para obtener la ecuacién en forma candnica. Para ello sigue los pasos indicados en la
parte de “Practica” y construye la ecuacion general para graficar la conica correspondiente. Luego trabaja
en GeoGebra la parte “Actividades” que esta al final de esta practica.

Practica
Gréfica de la cdnica dada por su ecuacion general.

Arcivo Eia Visia Opciones Heramientas Vertara Ayda A sesicn

1. Abre el men Vista y seleccio- ~ [l# fsise G .
na la opcién Hoja de Calculo. Somnst o o o o e e
~ Hoja de Calculo
’ . l . .
2. Ubicate en la fila 1 y digita los valores 4, -1, 8, -2, 7, uno AINCEEE|=- T
en cada columna, como lo muestra la figura de la derecha. Al e | c| o [TE] F|
1 4 -1 8 -2 7
2

3. Ahora digita en la barra de entrada la ecuacion general, tomando como coeficiente de x?, y?, x, y y la
constante, los valores de la celda A1, B1, C1, D1y E1 respectivamente, de la siguiente manera: A1*x"2 +
B1*yA2 + C1*x + D1*y + E1 = 0.

Entrada: A1*x"2 + BE1"y*2+ C1"x+ D1*y+E1=0

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abiir sesién.

4. Al introducir la EEr SO ANEE
ecuacion se mues- o v e o — £
tra la grafica de B R T ot S
una hipérbola en
la Vista Gréfica,
como lo muestra
la imagen de aba- s
jo.

BeEaaRetE

\aa:as[j‘

i

THREE

Entrada:

@

(N J
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5. Cambiando el valor de las celdas A1y B1 a 1, se obtiene la grafica de una circunferencia.

Aschivo Edta Vista Opciones Hertamientas Ventana Ayuda Ao sesién.

@) FAN B
SR ‘ = o ]
6. Cambiando el valor de la celda B1 a 0, se obtiene una parabola.
&4~
N i
o syt ., Al o el ol el elolal [
7. Cambia la ecuacion a la forma candnica, dando clic Vita Aigebraia Xi»wmsrﬁﬁu
Cénica
derecho sobre la ecuacién y seleccionandola. Como N TR oG EIoEID
muestra la figura. —
| Mostrar el objeto
| Mostrar efiqueta
# Rastro
[ Renombra
4/ Bora
 Propiedades
Actividades | /

Identifica qué tipo de conica es cada una de las siguientes ecuaciones, verifica si tu respuesta del problema
5 de la clase 4.9 es correcta, si no, determina cual fue el error.

a) 9x? + 25y*—54x-144=0 b)x>+y*+4y+3=0 c)y’+x+4y+4=0
d)4x*-y*+8x—-2y+7=0 e)2x’—4x—-y+4=0 f)x>+y*+2x-8=0

g) 9x? +4y*—16y—-20=0 h) 9x*—-9y*-18x+ 54 =0 x?+y’—2x—-2y—-2=0
j)9x?—16y?—18x—32y—-151=0 kK)y>+x+2y+3=0 [) 25x%+9y?—50x +18y—191=0

J

D
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Indicador de logro:

5.2 Grafica la cénica determinada por una ecuacidon general utilizando un software matematico adecuado.

Propésito:

En la practica se utilizard el entorno de la Hoja de
Calculo, asi como se utilizé en Primer afio de Ba-
chillerato en la practica en GeoGebra de la unidad
de estadistica descriptiva.

Después de abordar las formas candnicas de las
secciones coénicas, se puede avanzar a analizar la
ecuacién general de las secciones conicas.

Solucién de problemas:

En esta actividad se espera que los estudiantes corroboren a partir de la grafica, la respuesta que dieron
en los problemas de la unidad.

a) La grafica es una elipse. Si los estudiantes terminan rapidamente la prdctica y las activi-

dades propuestas, entonces se puede indicar que los estudiantes
b) La grafica es una circunferencia. corroboren las gréficas de los problemas de las clases 1.7, 2.3,
3.5,4.5.
c) La grafica es una parabola

d) La grafica es una hipérbola.

e) La grafica es una parabola.

f) La grafica es una circunferencia.
g) La gréfica es una elipse.

h) La gréfica es una hipérbola.

i) La grafica es una circunferencia.
j) La grafica es una hipérbola.

k) La grafica es una parabola.

1) La grafica es una elipse.

@ Sugerencia Metodoldgica



5.3 Practica en GeoGebra: propiedades de las secciones cdnicas

la parte “Actividades” que estd al final de esta practica.

Verificacidn de la propiedad del foco de una parabola.

1. Utilizando el archivo creado en la practica 5.1, gra-
fica una parabola con vértice (0, 0) y parametro

p=4.

2. En el botén Punto, selecciona la opcién Punto so-« >

> Vs A o Grafic:
<

A\ Punto en objeto
7 LimitalLibera Punto

bre objeto y localiza un punto en la pardbola, de tal D moscan
modo que pueda moverse alrededor de toda la pa- e
L, © 1 o2 Nimero compleio
rdbola. o —
3 Raices

3. Dibuja un segmento
de recta que vaya des-
de el foco (F) hasta el
punto localizado en la
parabola, tal como lo
muestra la figura de
abajo.

4. Grafica una recta tangente a la parabola en el punto dibujado en el nume-
ral 2, utilizando el botén de Rectas, opcidn Tangentes, y seleccionando el
punto y luego la paradbola.

En esta practica se utilizaran los recursos de GeoGebra para verificar las propiedades de los focos de las sec-
ciones conicas (parabola, elipse e hipérbola) que se utilizaron en las aplicaciones de estos contenidos. Para
ello sigue los pasos indicados en la parte de “Practica” y construye la propiedad. Luego trabaja en GeoGebra

Practica Cualquier linea desde el foco sera reflejada
en una misma direccién paralela al eje, y tam-
bién al recibir una linea paralela al eje, esta
sera reflejada hacia el foco.

NEE RN PN

5. Dibuja una recta paralela al eje y que pasa por el punto dibujado en el nu-
meral 2, utilizando el botén Rectas, opcidn Recta paralela, seleccionando
el punto y el eje y. Se obtiene la siguiente figura:

s

» Vista Algebraice 4
g 1 Recta

Conica

® cx-16y=

Nimero
h=0
k=0
p=4

Punto

® F=(0,4)
Recta

= Recta paralela

| Mediatriz

L& Bisectriz

O Tangentes

.Q Recta Polar o Diametral

®fy=4
® i:16.64x -8y ;).‘ Auste lineal

‘Segmento
® g=213

3= Lugar geométiico
T




-~

6. Coloca los puntos B y C sobre la recta tangente, y el punto D sobre la recta paralela al eje y, tal como lo
muestra la figura.

» Vista Grafica

7. Mide los dngulos DAB y FAC, utilizando el botdn de dngulos, opcidn Angulo, tal como lo muestra la figura.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

Al DOl €N =] <) o

» Vista Algebraica X
Conica

25.47)
2.4

6)
1)

» Vista Grafic| ¢ Anguio

<" Angulo dada su amplitud

3/ Distancia o Longitud
i Avea

A Pendiente

(1.2) Lista

alp Relacion

=/ Anaiizador de funciones

X

Entrada:

8. Con el cursor puedes mover el punto sobre la pardbolay verificar que el angulo con que se refleja la recta
emitida por el foco se mantiene constante respecto de la recta paralela al eje de la parabola. También
puedes dar clic derecho sobre el punto y marcar la opciéon animacion para recorrer todos los puntos de
la parabola de manera automatica.

Actividades

1. Realiza una contruccién para verificar la propiedad de los focos de una elipse que se utilizé en las aplica-

ciones sobre la elipse.

2. Realiza una construccién para verificar la propiedad de los focos de una hipérbola que se utilizé en las
aplicaciones sobre la hipérbola.

J

®

_/
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Indicador de logro:

5.3 Comprueba las propiedades de los focos de las diferentes cénicas realizando construcciones en un
software matemadtico adecuado.

Propésito:

Tener al menos la verificacion del resultado sobre
las propiedades reflectoras de las secciones coni-
cas, utilizando construcciones en GeoGebra.

Después de realizar el analisis de las ecuaciones
de las secciones cdnicas, se puede verificar las
propiedades reflectoras de los focos de las seccio-
nes conicas.

Solucién de problemas:

1. Se utiliza el archivo creado en la clase 5.1 para elipses, se dibuja un punto sobre la elipse, y luego se
trazan dos segmentos de recta, que vayan de cada foco al punto sobre la elipse, y de manera parecida
a lo que se hizo en la pardbola, ahora se traza la tangente a la elipse en el punto dibujado, y finalmente
se verifica la propiedad realizando la medicién de los dngulos formados por los segmentos y la recta
tangente como lo muestra la figura de abajo.

2. Se utiliza el archivo creado en las actividades de la clase 5.1 para hipérbolas, se dibuja un punto sobre
la hipérbola, y luego se trazan dos segmentos de recta, que vayan de cada foco al punto sobre la hipér-
bola, y de manera parecida a lo que se hizo en la elipse, ahora se traza la tangente a la hipérbola en el
punto dibujado, y finalmente se verifica la propiedad realizando la medicién de los angulos formados
por los segmentos y la recta tangente como lo muestra la figura de abajo.




5.4 Practica en GeoGebra:
problemas sobre el lugar geométrico de las cdnicas

En esta practica se utilizardn los recursos de GeoGebra para verificar las respuestas de los problemas sobre
lugar geométrico de secciones conicas que se resolvieron en la clase 4.10. Para ello sigue los pasos indica-
dos en la parte de “Practica” y construye los lugares geométricos correspondientes. Luego trabaja en Geo-
Gebra la parte “Actividades” que estd al final de esta practica.

Practica
Retomando el problema 4 de la clase 4.10:

Identifica el lugar geométrico que determina el centro de una circunferencia cuyo radio varia de modo
que siempre sea tangente a la recta y + 2 =0y a la circunferencia x* + y* = 16. Asumiendo que dicha cir-
cunferencia siempre se mueve por encima de la recta y adentro de la circunferencia.

> Vieta Graiea

1. Utiliza la barra de entrada para graficarlarectay+2 =0y
la circunferencia x* + y? = 16. i

2. Inserta un deslizador con la variable a, seleccionando el
botdn deslizador y dando un clic sobre la Vista Grafica
en el lugar que se quiere colocar, usar el valor minimo
de —3.46 y maximo de 3.46 y presionar “enter”.

OEne0  Dsone
Henabo Desizader Anmacidn
Mo | W30 | e

o || Cancon

T

3. Para compgobar la respuesta del problema, la cual
es‘y=—-241” ingresa en la barra de Entrada el
punto C = (x, — % + 1), escribiendo:

C=(a, (-a"2/4)+1) » Entrada “C = (a, (-a*2 1 4) + 1)”

Ol EA AN
» Vista Gréfic . | Anguio

%, Angulo dada su amplitud

4. En el botén de Angulo selecciona la opcién Distancia
o Longitud, selecciona el punto C graficado en el paso
3, ylarectay+2=0. Después de ello aparecerd en la > = s
Vista Grafica una etiqueta que muestra la distancia del I Area

punto C a la recta, y en la Vista Algebraica aparecerd A pensene

. . . {12} Lista
una variable con nombre “distanciaCf”, la cual almace- T - L
na el valor numérico de la distancia medida. &/ Anatzador gofurciones

5. Ahora construye una circunferencia, utilizando la opcidn de centro y radio, luego selecciona como centro
el punto C, construido en el paso 3, y en la entrada del radio escribe la variable que almacena la distancia,
es decir, “distanciaCf”. Se puede observar el resultado obtenido, en la figura de abajo.

-

€73 Circunferencia (centro, radio) X
Radio
distanciaCf la

OK Cancela

@

(N J
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6. Observa que la circunferencia graficada en el paso 5 es tangente tanto a la rectay + 2 =0 como a la
circunferencia x? + y? = 16. Puedes mover el deslizador horizontalmente y ver cémo se mueve dicha cir-
cunferencia.

» Vista Grafica

7. Haz clic derecho sobre el punto C y selecciona la opcidn rastro (se puede cambiar el color del punto, si se
desea), ahora mueve el deslizador de nuevo y observa cémo se marca el lugar geométrico con el rastro.

» Vista Gréfica
s

8. Finalmente puedes dar clic derecho sobre el deslizador y seleccionar la opcidon animacién para correr
automaticamente el lugar geométrico y comprobar que la respuesta es correcta.

Actividades

1. Cambia el rango entre el valor minimo y el maximo del deslizador, observa el resultado y escribe la
conclusion de este resultado, enfocdndote en la tangencia de la circunferencia conlarectay+2 =0y la
circunferencia x? + y* = 16.

2. Realiza una construccidn para verificar la respuesta al problema 2 y 3 de los problemas de la unidad de
la clase 4.10:
a) Determina el lugar geométrico que resulta de tomar una circunferencia de ecuacién x? + y> = 16 y re-
ducir las coordenadas en y de cada punto de ella a %.

b) Tomando un segmento AB de longitud 5 sobre el plano cartesiano, que cumple que el punto A se mue-
ve sobre el eje x y el punto B sobre el eje y. Determina el lugar geométrico de los puntos del segmento
AB que cumplen estar a una proporcion 3:2.

J

©

210




Indicador de logro:

5.4 Utiliza un software matematico para resolver problemas sobre secciones cdnicas.

Propésito:

Utilizar las herramientas de rastro y animacién
para comprobar la solucidn de los problemas de
la unidad.

Por ultimo, las practicas en GeoGebra de secciones
conicas finalizan con las soluciones de los proble-
mas de la unidad, para corroborar las soluciones
planteadas.

Solucién de problemas:

1. Cuando se cambia el rango del deslizador, la circunferencia sigue manteniéndose tangente tanto a la
recta como a la circunferencia, sin embargo, pasa de la parte de arriba a la parte de abajo de la recta.

2a) Se puede dibujar la solucion encontrada dada la ecua- e o oo s o e
cion x?* + (i y)? = 16, teniendo cuidado en introducirla -
digitando x*2 + (4 /3y)*2 = 16, y luego graficar la circun-
ferencia dada en el problema. Para comprobar que se
cumple la proporcién dada, se puede colocar un punto
sobre la circunferencia, luego trazar una recta paralela
al eje y que pasa por el punto dibujado y luego colocar
los puntos de interseccion de la recta con la elipse, y de
la recta con el eje x, finalmente se puede generar una
variable que guarde el valor de la razén digitando por
ejemplo a = Distancia(C, D)/Distancia(A, D); y se dara el
resultado tal como lo muestra la imagen. ;

A=(1.06,3.36)
B=(1.06,-229)
C=(1.06,2.89)
D=(1.06,0)

o
t

tx=1.06

= @ | | [=

Entrad:

2b) Se dibuja un punto sobre el eje y, luego puede trazarse
una circunferencia de radio 5, para localizar los puntos
de interseccién entre la circunferencia y el eje x, y trazar
los segmentos hacia ambos puntos (este es el segmento

de longitud 5); luego para determinar el punto que estd 2l
sobre el segmento a una proporcion 3:2, se puede tra- F C

. . . A
zar una circunferencia de radio 2 y centro el punto que 3 e : e

esta sobre el eje y; después encontrar los puntos de in-
terseccién con los segmentos de longitud 5 y la circunfe-
rencia de radio 2; finalmente se pueden invisibilizar las
circunferencias, poner rastro a los puntos que cumplen
la proporcion 3:2, y utilizar la animacién para verificar "
que en efecto se grafica una elipse, como lo muestra la

imagen.

Este Ultimo problema puede realizarse de otra forma, localizando
el punto que esta sobre la recta en razéon 3:2, y dejando los puntos
sobre los eje moviéndose libremente.
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Prueba de unidad 3. Secciones cdnicas
Matematica, segundo aifio de bachillerato

Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ |masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Deduce la ecuacién que determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto A(1, 4) es
igual a la distancia al punto B(0, 2).

[Respuesta: J

2. Determina el vértice y el foco de x? + 2x + 3 + y = 0. Grafica en el plano cartesiano.

¥

M5 -4 3 -2 410 1 2 3 (&

y

Respuesta. Vértice:

Foco:

3. Determina el valor (o valores) del parametro p en y = —x — p para que la recta sea tangente a la pardbola
y =—x2.

Respuesta:

p:




4. Determina el centro y el radio de x* + y*— 6x + 4y + 9 = 0. Grafica en el plano cartesiano.

X

l

1

Respuesta. Centro:

Radio:

5. Un espejo para un telescopio reflector tiene la forma parabdlica de 16 cm de diametro y 4 cm de profun-
didad. ¢A qué distancia del centro del espejo se concentrara la luz entrante?

Respuesta:

6. Determina la ecuacidn de la recta tangente a la circunferencia (x —3)? + (y + 2)> =5 en el punto P(1, -1).

Respuesta:




7. Determina los puntos de interseccion de las graficas determinadas por x> + y’=5yx—y—-1=0.

[Respuesta: J

8. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las longitudes del eje mayor y eje menor de la elipse
(x+1) (y+3)°
+ ) A

G 5 - 1. Grafica en el plano cartesiano.

>

S 3 2 o 12 3 X

Respuesta.
Vértices:
Focos:

Longitud del eje mayor:

Longitud del eje menor:




9. Se desea construir un puente en forma semi-eliptica para un metro de 20 metros de ancho. El puente
debe ser tal que un barco de 10 metros de ancho y 3 metros de alto pueda cruzar debajo de este. Deter-
mina la altura que debe tener el puente.

Respuesta:

10. Determina las coordenadas de los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola
9x? —4y>—-54x—-8y +41=0.

( Respuesta.
Vértices:
Focos:

Asintotas:




Descripcion de la prueba:

Esta prueba se desarrollara en 45 minutos y consta de 10 items. Se indica la respuesta correcta de cada item
en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema donde estd el asterisco (*).
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Unidad 4. Funciones trascendentales |

Competencia de la unidad

Realizar operaciones con potencias de numeros reales, utilizando las propiedades que facilitan su desa-
rrollo, para resolver ecuaciones y describir las caracteristicas de las funciones exponenciales.

Relacién y desarrollo
T - Primer afio de Segundo afio de
ercerciclo bachillerato bachillerato

Unidad 2: Raiz cuadrada (9°) Unidad 1: Ntimeros reales Unidad 4: Funciones trascen-
e Raiz cuadrada y numeros * Ndmeros reales dentales |
reales ¢ Potenciay raiz n-ésima
e Operaciones con raices cua- l e Funciones y ecuaciones ex-
dradas ponenciales

Unidad 3: Desigualdades
¢ Desigualdad
¢ Desigualdad lineal

e Desigualdad no lineal Unidad 5: Funciones trascen-
dentales Il
e Funcidn biyectiva e inversa
l e Funcidn logaritmica

e Funciones trigonométricas

Unidad 4: Funciones reales * Practica en GeoGebra
¢ Definicidén de funcion
e Funcién cuadratica
Aplicaciones de la funcion |
cuadratica

Otras funciones

Practica en GeoGebra
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Plan de estudio de la unidad

Leccion Clases

1 1. Propiedades de potencias con igual base y exponente
natural

1 2. Propiedades de potencias con igual exponente natural

1 3. Exponente cero y exponente negativo

1 4. Raiz n-ésima de un numero real

1 5. Expresion de numeros sin el simbolo radical

1. Potencia y raiz n-ésima 1 6. Operaciones con raices n-ésimas

1 7. Suma, resta y potencia de raices n-ésimas

1 8. Exponente racional

1 9. Propiedades de los exponentes racionales

1 10. Operaciones con raices de distinto indice

1 11. Practica lo aprendido

1 1. Definicién de la funcién exponencial

1 2. Funciones exponenciales simétricas

1 3. Caracteristicas de las funciones exponenciales

1 4. Desplazamientos horizontales y verticales de la funcion

2. Funciones y ecuaciones exponencial
exponenciales 1 5. Grafica de funciones exponenciales con simetria y

desplazamientos

1 6. Ecuaciones exponenciales

1 7. Ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones
cuadraticas

1 8. Practica lo aprendido

@




Leccidn

1 9. Problemas de la unidad
1 Prueba de la unidad 4
2 Prueba del segundo periodo

20 horas clase + prueba de la unidad 4 + prueba del segundo periodo

Puntos esenciales de cada leccion
Leccién 1: Potencia y raiz n-ésima

En esta leccidn se estudian las propiedades de las potencias que constituyen un conjunto de herramientas para
efectuar operaciones entre numeros reales, luego se define la raiz n-ésima y se estudian las operaciones con
radicales, estas se facilitan al introducir el exponente racional. La simplificacidon de una raiz se realiza en primer
lugar observando que el indice de la raiz sea menor a algin exponente en la descomposicion prima y utilizan-
do la propiedad de la multiplicacién. Otro caso es cuando el radicando es una potencia de una sola base y su
exponente es menor que el indice pero con factores en comun, entonces se utiliza el exponente racional para
simplificarla.

Leccion 2: Funciones y ecuaciones exponenciales

Ahora que se tiene el conocimiento de las potencias con exponentes enteros, racionales e irracionales se intro-
duce la funcién exponencial como una funcion real. Se estudian ademds aquellas funciones exponenciales que
se grafican por medio de simetrias y desplazamientos. Por ultimo se estudian las ecuaciones exponenciales que
se resuelven por medio de la definicidon de potencia y la sustitucién de variable.
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Potenciay raiz n-ésima

1.1 Propiedades de potencias con igual base y exponente natural

Problema inicial
L Efectla las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un nimero.

a)22x 23 b) 36+ 32 c) (22?3
Solucién
Si a es un nimero real y n un entero positivo, entonces a"=axa x..xa exponente
—_—
_ a® — potencia
n- veces
|—> base
a) 22 x 23 b) 36 + 32
6
22x23=(2%x2)x(2%x2x2) 36+32=%
5-veces
=2’ =—3X3X;z;x3xz simplificando
Se cumple que: 22 x 23=22+3=25, =3x3x3x3
4- veces

Se cumple que: 35+ 32=36"2= 34,
c) (2%)°
(27)*=(2%) x (2%) x (27)
=(2x2)x(2x2)x(2x2)
=Ex2x2x2x2xg

Y
6-veces

=26
Se cumple que: (22)3 = 22*3 =25,
Definicion
1.Si a y b son nimeros reales, m y n enteros positivos, las reglas para efectuar operaciones con potencias
de igual base son:

a)a™x at=a"t" b)a™ +a*=a™"" (sia#20y m > n) c) (™) =am™*"
m
La propiedad del literal b) también se escribe como fraccion: % =qgm" ", Si ¢ es un ndmero real:
at=a
2. Si a es un numero real positivo, entonces:
a) Si n es par entonces: b) Si n es impar entonces
(-a)" = (-a) x (-a) x - x (-a) =a" (-a)" = (-a) x (-a) x - x (-a) =-a"
|- v — —
Y Y
cantidad par de cantidad impar de
numeros negativos numeros negativos

*
Problemasv

Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.

a)3°x 3! b) (=3)* x (-3)* ¢) (=2)* x (=2)°
d) 57+ 52 e) (-2)° = (-2)? f) (-3)2+ (-3)°
g) (6°)° h) (10%)° i) [(=3)°P

222




Indicador de logro:

1.1 Expresa como potencia, productos y cocientes con igual base y exponente positivo.

ccuencio.

En séptimo grado se estudiaron las potencias con
exponentes dos y tres, ahora se expande esta de-
finicidn para todo exponente natural; se introdu-
cirdn paso a paso los valores de los exponentes
hasta los niumeros reales. En esta clase se estable-
cen las propiedades utilizadas en las operaciones
con potencias que tienen la misma base.

Solucién de problemas:
a) 36 x 34 =36+4 =310

) (-2)°x (2F = (-2)**2= (-2 = =2
) (-2 = (-2 = (2f 2= (2P =2
g) (6°)2 = 652 = 10

i) (3PP = (3P~ = (-3) = 3

En el numeral 2 de la Definicidn se establece que
toda potencia de un nimero negativo debe ex-
presarse como la potencia de un nimero positivo
de tal manera que el signo quede antes de la po-
tencia, por lo que en la solucién de los problemas
los estudiantes deben reflejar el uso de esta indi-
cacioén.

b) (=3)*x (-3)* = (-3)***=(-3)°=3°
d) 57+ 53 = 57—3 = 54
f)(-3)°+ (-3)° = (-3)°~° = (-3)P = —3°

h) (10%)* = 10**3 = 10%

@ Sugerencia Metodoldgica




-
1.2 Propiedades de potencias con igual exponente natural

Problema inicial
EfectUa las siguientes operaciones expresando tu respuesta como la potencia de un nidmero.

a)23x 33 b) 6_2
2
Solucién o
a) 23x 33 b) >
23x33=2x2%x2%x3x%x3x3 Del problema anterior se tiene: 6% = 23 x 33,

=(2x3)x(2x3)x(2x3); asociando, Al dividir ambos miembros de la igualdad por 23

se tiene:
=6x6x6
—_—
3-veces & = %3 =33
=63 2 2

Se cumple que: & . (9)3 =33
Se cumple que: 23 x 33 = (2 x 3)* =63, 22 '

Conclusic’m

e Si a y b son nimeros reales y m es un entero positivo, las reglas para efectuar operaciones de potencias

con igual exponente son: ) i
2 s = g e ) b)%ﬁ(%) (sib #0)

¢ La propiedad b) se expresa como division asi:
am"+b"=(a+bm
*Sia,a,,...,a son numeros reales, entonces:

m m m — m
arxalrx--xar=(a,xa,xxa)

Ejemplo
Expresa el producto 2? x 3% x 52 como una sola potencia.

a) 22x32x52=(2 x 3 x5)?=30?

Por lo tanto, 22 x 32 x 52 = 302

>
Problemas,

Expresa las siguientes operaciones como una sola potencia.

a) 6% x 410 b) (-3)" x 67 c) (5)° x (-8)°
d) (-2 x (=7)° e) 125+ 6° f) 20° + (4)3
g) (-24)* = (3)* h) (=15)° = (-5)° i) (=35)* = (=7)

@



Indicador de logro:

1.2 Expresa como potencia productos y cocientes con igual exponente positivo.

it

e establecen las propiedades cuando al multipli-
car o dividir potencias se tienen exponentes igua-
les. Hasta aqui se han estudiado las propiedades
gue involucran exponentes positivos; de nuevo,
se aplican potencias a cantidades positivas y ne-
Kgat‘ivas, como en la clase anterior.

Solucién de problemas:

) 610 x 410 = (6 x 4)° = 241

c) (5)° x (—8)° = (5 x (=8))° = (—40)° = —40°
e)12°+6°=(12+6)>°=2°

g) (-24)* + 3% = (=24 + 3)* = (-8)* = 8*

i) (-35)*+ (-7)*=(-35+ (-7))*=5*

Posibles dificultades:

Los estudiantes pueden confundir las propie-
dades de potencias: el caso cuando tienen igual
base con el caso en el que tienen igual exponente,
por lo que debe sugerirles que observen qué caso
se cumple al trabajar cada problema.

- /

b) (-3)"x 67 =(-3x6)"=(-18)" =-18’
d) (-2)° x (=7)° = ((=2) x (-7))° = 14°
f) 20° + (-4) = (20 + (~4))* = (-5) = -5

h) (-15)° + (=5)¢ = (=15 + (-5))° = 3°
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1.3 Exponente cero y exponente negativo*

Problema inicial
Asume que la propiedad @™ + a" = a™~" se cumple para todo entero m y n. Efectta las siguientes divisio-

nes de dos maneras distintas:

a)6*+6° b) 33+37
Solucién
a) 63+ 6° b) 33+ 37
Utilizando las propiedades de la divisién Utilizando la simplificacion:
6°+6°=1 33.37- 3
37
. . e _ j/xla/x/g’
Si las propiedades de exponentes se verifican ECEFEPEYE TELT
en este caso, entonces:
63+ 63=63"3 - 1
=60 3x3x3x3
Por lo tanto, 63 + 63 = 6°. _1
34

/o : : 1
Asi 6°y 1 representan el mismo nimero. Por lo tanto, 33 + 37= =
Si las propiedades de exponentes se verifican en
este caso, entonces:
33 +37=33"7
=34

Por lo tanto, 33+ 37=3"
1 . ,
Entonces 3™y 3+ representan el mismo numero.

Deﬁnicic’m
a) El exponente cero.
Si a es un numero real con a # 0 entonces:

Con esta definicidn las propiedades de exponentes positi-
vos se aplican también a los exponentes negativos y cero.

Siay b son reales, my n enteros:
a’=1.

m
a)amx q'=amtn b)a_nzam—n ¢) (@m)" = qm>n
a

.

b) El exponente negativo.
Si @ es un numero real con a # 0y n un nimero d) amxb"=(axb)™ e) ‘Z—m =(
entero positivo entonces:

SHIS

b
Problemas.\ﬁ
1. Escribe las siguientes fracciones como una potencia con exponente negativo:

a) L b) % <)

2 (=5)° 108

2. Escribe las siguientes potencias con exponente negativo como fracciones:
a) 27’ b) 37° c)5? d) 772

5 p

@



Indicador de logro:

1.3 Expresa potencias con exponentes negativos como fracciones con exponente positivo y viceversa.

Se introduce la potencia con exponente negativo
o cero, esto permite llevar las propiedades de los
exponentes naturales hacia los exponentes ente-
ros. Si el desarrollo del Problema inicial es muy
dificil para los estudiantes debe desarrollarlo el
docente.

\_ /
Solucién de problemas:
la) L =27 1b) 1 =37
23 3
2a)27=1 2b)3°=1
27 35

Si los estudiantes terminan rdpido,
invitelos a desarrollar el problema
1, literales del a) al j) del Practica lo
aprendido de esta leccion.

Propoésito:

En el Problema inicial se plantea la posibilidad de
aplicar la propiedad a™ + a"= a™ " donde m vy
n son enteros, que tiene sentido al ser una asig-
nacion unica (@™ + a® — a™ ~"). Esto permitird
desarrollar en la Solucion el cociente de manera
habitual y desarrollarlo con exponentes.

w
1 = (-5)> 1d L = 10_8
2¢)51=1 2d) 72=L
5 72
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e ™
1.4 Raiz n-ésima de un numero real

Problema inicial
Determina un valor real de x en cada una de las siguientes ecuaciones.

a) x*=27 b) x* =625
Solucién
a) La descomposicién prima de 27 es: 273 b) La descomposicion prima de 625 es: 625 |5
913 125 (5
27 =33 313 625 =5* 25 (5
1 515
1

Por lo tanto x = 3, es solucién de la . .
. ’ Por lo tanto, x = 5 es solucién de la ecuacion.

ecuacion.

, . P A5 se le denomina la raiz cuarta de 625: 5 =/625.

Asi, a 3 se le denomina la raiz cubica de

27 y se denota por 3 =3/27. También x = =5, es solucidn de la ecuacion.

A =5 se le denomina raiz cuarta negativa de 625:

4
-5=-1625
Definicién
Sea n un entero positivo, un nimero b que cumple la condicion b = a es f radical )
. - 7
llamado raiz n-ésima de a. indice <— 2/
Al trabajar con raices n-ésimas de nimeros reales se distinguen dos casos: radicando <
1. Si n es impar, a cada nimero real a le corresponde una Unica raiz Sin=1= ia =a.
n-ésima y se denota por Va. sin=2= ya =+a.
2. Si n es par, a cada numero real positivo a le corresponden dos raices Si n es un entero positivo
’ . ) . n
n-ésima reales, una positiva {a y una negativa —a. &entonces\/a =0. )
Si se cumple una de las siguientes condiciones n es impar o n es par y @ > 0 entonces Va” = a.
Ejemplo
a) El nimero —8 tiene una Unica raiz cubica: b) El nimero 16 tiene dos raices cuadradas:
y = x3 ; N y N y = xz
-8=(-2p =1i-8g=-2. a V16 =4y-\16 =4
Todo numero real a 5 5 Todo numero real positivo
-2 ., tiene una unica raiz : ., atiene dos raices cuadra-
' 3 L.
: Va ctbica Va. -a Va dasVa y—Va.
————— -8
W

*
Problemas.
Expresa las siguientes igualdades utilizando la notacién de raiz n-ésima.

a)2*=8 b) (=5)% = —125 c)3=81 d) (=7)*= 2401
e) 62=36 f) (-2)° =-32 g) (-4)>=-1024 h) 5°=3125
. 1 5 1 . 3 3 27 1 4 1 1 3 1
)(3) =5 ) -5 0(-3)= % )(-3) =%
\_ _/

@



Indicador de logro:

1.4 Escribe potencias de numeros como raices n-ésimas.

La definicién de raiz n-ésima de un ndmero real
generaliza la definicion de raiz cuadrada, vista en
noveno grado, para un entero positivo n. Se utili-
zan Unicamente las raices n-ésimas reales.

\_ AN

Solucién de problemas:

a)23=8=>18=2
c)34=81=>1%81=3
e)62=36=>36=6

g) (4)°=-1024=>3-1024 =4

a (1 _ 1 1 _1
Z) =5 [ —==
I’(Z) 32 32 2

En la Definicidn, la raiz n-ésima de a donde n es
par tiene el mismo tratamiento que para el de la
raiz cuadrada: las raices n-ésimas son las solucio-
nes reales de la ecuacion b" = q, la raiz n-ésima
positiva se denota por Va y la negativa por Va,
que es el opuesto aditivo de Va. )

b) (-5)3=-125=3-125 =5
d) (-7)*=2401=-Y2401=-7
f) (-2)°=-32=2>3-32=-2

h)5°=3125=33125=5

0~ --2

En los literales d) y k) se debe tener cuidado de
escribir el signo negativo antes del radical ya que la
base de la potencia hace referencia a la raiz negativa
del nimero.
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1.5 Expresion de numeros sin el simbolo radical

Problema inicial

Expresa los siguientes nimeros sin el simbolo radical. Un namero es divisible
a) W b) 4 /E por 3 si la suma de sus ci-
81 fras es divisible por tres.
Solucién
a)3729 b) 4 /5>
4
729 =3° se descompone 729, ;—i = % se descomponen 16y 81,
. 4
=3x3 se reescribe como producto = (%) al utilizar propiedades de potencia,
de potencias de indice 3,
=(3x3)} al utilizar propiedades de 5 16
potencia, entonces al elevar > a la cuarta se obtiene £+
=93
Por lo tanto, % lﬁ = % .
Es decir, al elevar 9 al cubo se obtiene 729.
Por lo tanto, Y729 = 9.
Conclusién
Para escribir sin radical el nimero real {a realiza lo siguiente: Ejemplo: 11728
1. Escribe la descomposicién prima de q, si el radicando es una
fraccion se descompone el numerador y el denominador. e ——— 1728 = 2°x 33
2. Expresa la descomposicion como producto de potencias con
exponente 7. —> 1728 =23x23x33
3. Utiliza la propiedad de producto o divisién de potencias con el
mismo exponente. —>1728=(2x2x3)*=123

4. Se obtiene una expresién de la forma a = b, entonces Vaq = b. —— 1728 =12

Si n es un entero impar y a un nimero real entonces \—a = —a.

Si n es par, las raices n-ésimas de nUmeros negativos no son niumeros reales.

P b3
roblemas.
Expresa los siguientes nimeros sin el simbolo radical.

a) V16 b) 3243 c) V128 d) ¥100000
e)V-216 f) 256 g)s % h)s%

Q p

230



Indicador de logro:

1.5 Calcula raices n-ésimas descomponiendo el radicando en factores primos.

siguiente clase.

En esta clase se expresa la raiz n-ésima exacta de un numero real de forma simplificada, es decir, sin el
simbolo radical; a partir de aqui se efectia la simplificacion de raices, sin embargo, no se contempla aun
la distribucién del radical sobre los factores, si no que se utiliza la propiedad de la distribucién del expo-
nente sobre los factores y la definicion misma de raiz n-ésima. La distribucién del radical se abordara en la

/

Propésito:

n-ésima de un nimero positivo.

La expresion ¥—a = —\a, donde n es impar, que se muestra en la Conclusién sera util en aquellos proble-
mas cuando el radicando tiene signo negativo; de esta manera se traslada el problema a calcular la raiz

Solucién de problemas:

a)16=2* 162

=>116=2 812
412
2(2
1

c) 128 =2"=14128=2

e)1-216 = -216
216 =23x 33
=216 = (2 x 3)?
=216=63
=>3216=6
=3-216=-216=-6

g)512=23x23x23=512=(2x2x2)*=>512=8°
343 =73
512 _ 8

343 7

3
343 7

3312 _8

343 7

b) 243,—= 3 24313 En la solucién de cada
5
=N243=3 8113 literal se espera el uso
273 de la descomposicién
913 en factores primos vy
313 la definicién de raiz
1 n-ésima.

d) 100000 = 25 x 55
= 100000 = (2 x 5)°
= 100000 = 10°
= 3/100000 = 10

f) 256 = 24 x 24
= 256 = (2 x 2)*
= 256 = 4%
=256 =4

h) 64 = 26y 729 = 3°
64 _2°
729~ 3¢
64 _(2)\¢

3%‘(3)
6| 64

2
7293

Sugerencia Metodoldgica



~

1.6 Operaciones con raices n-ésimas

Problema inicial

Utiliza la definicion de raiz n-ésima para expresar con un solo radical las siguientes operaciones.

e

b) Vo6 =43 c)\A128

Solucién

a) 6 x320
(6)=6 y (20)°=20
(V6)* x (20)* =6 % 20
(/6 x3/20)* =6 x 20
Y6 x320=6x 20
Y6 x320=3120
Por lo tanto, /6 x3/20 =1120.

b) V96 + 3
(Vo6)*=96 y (V3)*=3
(Vo6)* = (\V3)*=96+3
(496 +43)*=96+3
Vo6 +V3=396+3
Vo6 +33 =432
Por lo tanto, 496 + 43 =432.

c) {128
(W28 ) =¥128
[(V128)T = R128)° = 128
(V128)"* = 128
(R128)° = 128
Por lo tanto, \3/128 = ¥128.

se utiliza la definicion de raiz cubica,

se multiplican miembro a miembro las igualdades anteriores,
al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cubica,

se efectua el producto.

se utiliza la definicion de raiz cuarta,

se divide miembro a miembro,

al aplicar propiedades de potencia en el miembro izquierdo,
se expresa la potencia como raiz cuarta (/96 +4/3 > 0),

se efectda la division.

se utiliza la definicion de raiz cuadrada,
se utiliza la definicion de raiz cubica,

al aplicar propiedades de potencia,

se efectua el producto,

se expresa la potencia como raiz sexta (\/i/lzs > 0).

B




4 C ., I
onclusion , .
Sia,,a,, ..., a, son nimeros reales
Para efectuar: Se tiene que: Escribiendo como raiz entonces:
n-ésima: %XWX---x%:\n/aixazx-nxam
a) VaxVb = EaxVb)'=axb = NaxVb=Vaxb h -
La propiedad b) también se utiliza asi:
b) ¥a =40 = (Ea:Vb)=a+b = Na=\b=XNa=b b)%ﬂz
b
J
mn m,n mxn _ min mxn, a
¢) \/E = ( \/E) =a = \/a = \/E Simplificar una raiz es expresarla con
un radicando menor al inicial.
Para simplificar una raiz n-ésima se utiliza la propiedad de la Simplificar a la minima expresién es
multiplicacion: simplificar el radicando al menor valor
posible.
a"xb= \/? x \/E Después de efectuar una operacion con
= a\/_ radicales siempre debe simplificarse a
la minima expresion.
Ejemplo
1. Simplifica los resultados del Problema inicial.
a)V120 b) /32 c) V128
120 =32°x3 x5 32=42"x2 {128 =26 x2
=243 x5 =22 =202
=215 Por lo tanto, V32 = 23/2. Por lo tanto, {128 = 23/2.
Por lo tanto, /120 = 2%/15.
2. Efectua las siguientes operaciones:
a) V4 x {8 x {2 x 2 b) {2
VaxgxY2xVa=Vax8x2x4 %1/%8=3128
=22x 23x 2 x 22 =27
=3 28 =3 33
= 2 = 3
b d
Problemas.w
Efectua las siguientes operaciones, simplifica a la minima expresidn tu respuesta.
a) Y4 x3/10 b) -3/75 x50 c) -345 x (-381) Un numero es divisible
por 3 si la suma de sus
d)3320 +310 e) 3486 + (-6 ) f)-4192 + (-6 ) cifras es divisible por 3.
g) W80 h) —\/640 i) Y-256
D )
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Indicador de logro:

1.6 Determina el producto, cociente y raiz de raices simplificando los resultados a su minima expresion.

Se estudian las operaciones con raices n-ésimas a
partir de la definicidn; en este caso la multiplica-
cion y divisién, asi como la raiz de una raiz; ade-
mas, se deja por sentado el concepto de simplifica-
cion a partir de la multiplicacién de raices.

N
Solucién de problemas:

a) V4 x10=34x10=32°x5=235

b) —\75 x50 =-75x50 = -2 x 3 x 5 =516

c)-V45 x (-381) =3/45x81 =3/35x 3 x 5 =3V15

d)V320+310=3320+10=332 =323 x 22=2{4

Propésito:

N

En el Problema inicial se dejan indicadas las raices,
pues se simplificaran hasta el Ejemplo, una vez que
ya se ha tratado la distribucién del radical sobre los
factores para simplificar. En la Solucion se debe uti-
lizar la definicién de raiz n-ésima y las propiedades
de potencia. En el Ejemplo, la descomposicion en
factores se utiliza de tal modo que los exponentes
sean igual al indice de la raiz. )

e) V486 + (-6 ) =-486+6=-381=-332x3=-333

f)-V192 + (-V6 )= V1926 =432=42*x2= 212

g) W80 =480=427x5=245

h) —\V640 = -/640 = —¥/2°x 2 x 5 = —2%/10

i) V256 = —IV256 = -4256 = -{2Fx 22 = - 244

Las divisiones pueden calcularse
utilizando fracciones y simpli-
ficdndolas, esto para facilitar los
calculos.



~ ™
1.7 Suma, resta y potencia de raices n-ésimas

Problema inicial
Efectua las siguientes operaciones: Dos raices pueden sumarse o restarse si son
a) W + ﬁ b) (%)3 semejantes es decir, el indice y el radicando
son el mismo.
Solucién
a)¥16 +i54 b) Va4 )?
Simplificando a la minima expresién: Se descompone la potencia como producto:
=232 =332 =4x4axa
Se efectua la suma de raices semejantes: =8/43 se expresa como potencia
V16 +3/54 =232 +332 Simplificando: {43 =¥/(22) =426 = 2.
=532 Por lo tanto, (¥4 )? = 2.

Por lo tanto, /16 +3/54 = 5132.

Conclusién
1. Los pasos para realizar suma o resta de raices n-ésimas son:
e Simplificar las raices a la minima expresion. = =

e Sumar o restar raices semejantes. El nimero X/a no es real, si n es
par y a negativo.

2. La potencia de una raiz real cumple (V)" =Xa x Ya x - x ¥a,

e Por ejemplo:
m-veces
N=1,N-2,V-3,41, 42, 1,
Utilizando las propiedades de raiz n-ésima: (Ya )" = {axax - xa &/-2, no son ndmeros reales.
m-veces ~ ~
Reescribiendo como potencia el radicando: (Ya )™ = ¥ a™
Problemas,,:
1. Efectua las siguientes operaciones.
a)i24 +i81 b) 432 +4512 c) V80 + 405 d) V40 +¥135
e) {500 —108 f) ¥576 =172 g) V486 —144 h) 3243 -V48
i) (N27) i) {/8)° k) (¥25) ) NV27)?

2. Para demostrar que 2 = {10 + V108 -3-10 + V108, realiza los siguientes pasos:
a) Demuestra que (1 + V3)3=10+ 613, luego escribe esta igualdad como raiz cubica.

b) Demuestra que (-1 + V3)* =—10 + 613, luego escribe esta igualdad como raiz ctbica.

c) Efectta la resta de las raices cubicas de los literales anteriores y concluye.

@

. _/
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Indicador de logro:

1.7 Suma vy resta raices semejantes y simplifica la potencia de una raiz escribiendo los resultados en su

minima expresion.

Ahora se estudia la suma, resta y potencia de raices
n-ésimas. Si el indice es mayor que el exponente la
simplificacion no se efectta aun.

\_ /

Solucién de problemas:

1a) Y24 + V81 =23x3+33°x3=23+333 =533

El Problema inicial y los Problemas se desarrollan
de tal manera que puedan efectuarse operaciones
entre raices semejantes. En la Conclusion, en el nu-
meral 2 se debe enteder que la igualdad es valida
siempre que Ya esté bien definida.

\_ /

En algunos casos, como el literal

1b) V32 + V512 =2 x 2 +V2*x 2*x2 =22+ 2x 22 =242+ 4V2=6V2 b, también puede utilizar la

1c) V80 + V405 = V24 x5 +43*x 5 = 235 + 335 = 545

1d) V40 + 3135 =325 x5+ 333 x5 = 245 + 335 = 535

distribucion del exponente sobre
la base en el radicando o utilizar
la descomposicion en primos
convenientemente:

V24 x24x2=3(2x2)*x2

=\44x2
1e) /500 - 1108 =22 x 53 =22 x 33 = 534 - 334 = 234 -5

1f) V576 —172 =23 x 23x32-23x32=2 x 239 — 249 = 419 - 29 = 239

1g) V486 — 3144 =12 x 33 x 32 -2 x 2 x 32= 3318 — 2V/18 = /18
1h) {243 -V48 =334 x3 -2 x3=3{3-2V3=43

1i) (27)2 =272 = V(3°)? =332 =3¢ =3°x3 =313
1j) (V8)° = ¥/8° = /(2% = V225 =255 =25 x 25 2° = 2 x 2V2° = 438

1k) /25)2 =252 = (5?2 =54 =53 x 5 = 55

1) 27 =272 =4(3%P =33°=13"x3"x3=3x3V3=913

2a) (1 +V3) = 13+ 3(1)%(V3) + 3(1)(V3)2 + (V3)* = 1 + 3¥3 + 3(3) + V33 = 1 + 3V3 + 9 + V323

=1+3V3+9+3V3=10+6V3
Entonces, 1+\/§=\I3 10 + 6V3.

2b) (-1 +V3)? = (—1)% + 3(-1)2(V3) + 3(-1)(V3)2 + (V3)* = -1+ 3V3-9+3V3 =-10+6V3

Entonces, -1 + V3= \l3 -10 + 6V3.

2c)10 +6V3--10+6V3=1+V3—(-1+V3)=1+V3+1-3) =2

Por lo tanto, i/lo + 6\/§—i/—10 +6V3 =2,

222



1.8 Exponente racional

Problema inicial

1. Simplifica las siguientes expresiones, escribe tu respuesta como una potencia.

a) V28 b) {212
. R Recuerda que para todo
2. Demuestra que V2% =322, numero real a positivo:
e ="Ya y Y =a
Solucién
1.a) V26 =22 x 2% x 22 b) 3272 =323 x 25x 23x 23
=2x2x2 =2x2x2x2
=23 =24,
Por lo tanto, v/26 = 23. Por lo tanto, }/212 = 24.
Se observa que 3= &~ exponente Se observa que 4 = 12 —> €xponente
2 —— indice 3 —— indice
2.32% = 3\'\/? por propiedades de raices n-ésimas,

3
=\V(2?%)? al aplicar propiedades de potencia,
=122 se utiliza que Y/q" = a.
Por lo tanto, §2* = Y22, Observa que = = 2 fexp'onente
6 3 — indice
Definicion
Si a es un nimero real positivo, m y n son nimeros enteros y n es positivo, entonces:

m

aﬁ 1 ar
Una potencia con exponente racional 2 es la raiz n-ésima de una potencia m-ésima.
n

Ademas, si r es un entero positivo se cumple que Na™" = Na™, por lo que es valida la simplificacién de
exponentes racionales, para todo a > 0:

*>
ProblemasA

1. Escribe las siguientes raices como potencias con exponente fraccionario, simplifica si se puede.

a)\2 b) /32 )2 d)332
e) {52 fy2m g \e° h) {52
2. Escribe las siguientes potencias fraccionarias como raices de una potencia.
1 5 5 3
a)5? b) 32 c)2? d) 78
e) 12’ f) 117 g) 9 h) 10°

o8]

_/
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Indicador de logro:

1.8 Utiliza exponentes racionales para representar raices n-ésimas de un nimero y viceversa.

En esta clase se realiza la extension de los valores En el Problema inicial se plantean dos situaciones:
gue pueden ir en el exponente: desde los enteros la primera es para inducir que el exponente puede
hacia los racionales, utilizando la definicion de ex- ser una fraccion y la segunda para ejemplificar la
ponente racional como la raiz n-ésima de un nu- posibilidad de efectuar la simplificacion en el ex-
mero real. ponente, por lo que es pertinente hacer la obser-
vacion planteada en la Solucién.
N A\ W,
Solucién de problemas:
1 1
1a) V2 = 22 2a)57=V5
3 El
1b) V33 = 3 2b) 37=13°=9V3
1 El
1c)V2=2° 2¢) 22=V25=4\2
2 3
1d) V32 = 3° 2d) 72 =7
2 1 3
1e) 52 = 57 =5? 2e) 127 =4123
10 7
1f) Y210 = 25 = 22 2f) 117 =117 = 11311
3 El
1g) V6 = 6° 2g) 9°=39° = 273
2 1 1
1h)3/52 = 5¢ = 53 2h) 10° =310



a I
1.9 Propiedades de los exponentes racionales
Problema inicial
Realiza las siguientes operaciones expresando tu respuesta como potencia con exponente racional.
5 3 8 1 21 2 2 3 3
a) 2" x 2 b) 3% + 3° ¢) (8%) d)3*x9° e) 327+ 2
Solucién
10 1
a) 2ix 2= {25 x%23  seescribe como raiz, b) 3% +33=3310+3[31 se escribe como raiz,
= \[25 X 23 3 310 31
= 2% - 3%
=22 =33
5,3 10 1 10_1
Por lo tanto, 24 x 24 22, Observa que: 2* * =22 | Por lo tanto, 3° + 3° = 3%, Se observa que: 3% 3=33,
21 2 2
c) (8% = (\/>)Z se escribe como raiz clbica, |d)3*x9°=3/32x3/92 se escribe como raiz,
=3g? se escribe como raiz cuadrada, =332x 92
=82 =V(3x9)
2
=8¢ =272
1 2
= 83 = 273
X S gt gt
Por lo tanto (8°)* = e observa que: =8> Por lo tanto 33 % 93 273
e) 32“ : 24 V323 +4/23 se escribe como raiz, Observa que: (3 x 9)3 273
V323+23
=3(32+2)
=162
3
=16"
3 3 3
Por lo tanto 32° + 2“ = 16“ Se observa que: (32 + 2)* = 16".
Conclusién
1. Las propiedades con exponentes enteros se aplican también a los exponentes racionales. Si a y b son
numeros reales positivos, m y n son nimeros racionales, entonces:
a)am"xa'=am"*" b)Z—':=a"“” c) (@™)® = am>n d) a™ x b™ = (a x b)" e)Z—:=(%)
2. Para simplificar una potencia racional se debe verificar que la base sea la menor posible.
Ejemplo
Simpliﬁca Ias respuestas de los Iiterales c), d) y e) deI problema inicial.
3
0) 8 = (2% = )7 =2 d)27° = (3% =3 oy )16 = (241 =2 7 =23
Problemas
Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.
7 8 1 3 1 5
a)2°x2° b) 9° x 9% c) 25 +25° d)27°+27
97 10 3 5 5 1 1
e) (9)° ) (8°) g) 16° x 4° h) 982+ 22
. J
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Indicador de logro:

1.9 Aplica las propiedades de los exponentes, combinando exponentes racionales y enteros.

Se realizan las operaciones entre potencias cuyos
exponentes son racionales, de manera andloga a
como se realizaron con exponentes enteros, esto
permitird posteriormente efectuar operaciones
entre raices cuyo indice es distinto. Ademas, para
simplificar se debe revisar si la potencia tiene la

menor base posible.
\_ P J

Solucién de problemas:

8 15
5

[G1[-4]

7, 15
a)25><2=25 =2°=23
3 2.3 1 1 2x1
b) 95 910 95 10 910 10 — 910 92 (32)2 - 3 2 3

2
2

1 _1 _1 1 1
€)25+252=25"2=2522=252=(5?)2=5""2=5

5 5_ 5.3
d) 270+ 27=27""=27°"3

I
N
~

I
w
=

I
w

I
w
N

5
g) Forma 1: 16" X 46 (16 x 4)6 (2% x 22)6 (26)°=2

20 10 30

6 X2?=2?=25

5
6 —

5 5 5
Forma 2: 16° x 4° = (2%)® x (22)° =

N=

h) 987+ 27 = (98 + 2)° = (49) = (727 = 7° "7 =7

En la Solucidn del Problema inicial se debe utilizar
la definicién del exponente racional. La observa-
cion realizada en cada literal es para mostrar la
utilidad de las propiedades que permiten desa-
rrollar la operacidn en menos pasos vy sin utilizar
explicitamente la definicion.

/

También se pueden reescribir
las potencias con la menor base
posible antes de efectuar las
operaciones.

25



1.10 Operaciones con raices de distinto indice

Problema inicial
Efectla las siguientes operaciones.
a)\3 x 3 43 b) 33 x5 + X3
Solucién
Se escribe cada raiz como exponente racional:
a3 <3 %43 b) i3 x5 + X3
\/§x3{/§x§/§=3%x3%x3% 4\/§xi/§+1\2/§=9%x9%+9%
_ b i
3,2,1 3,4 1
=3666 =912 12 12
= 31 - 91%
=3 = 9%
1
Por lo tanto, V3 x {3 x {3 = 3. = (3?)? simplificando

Por lo tanto, 9 x /9 + ¥/9 = 3.

Conclusién
Para operar raices con distinto indice, se realizan los siguientes pasos:
1. Cada raiz se escribe como potencia con exponente racional.
2. Se efectian las operaciones utilizando propiedades de exponentes racionales.
3. Se simplifica el resultado.

Ejemplo
Efectla las siguientes operaciones:
)32 x4 + 42 )3+ 43
1 1
V32 XA+ 7 =NE P 42 3:{3=3x3
=2%X2%+2% =3%+%
= =3°
ZE+A_1 32
=2°°° =33 no se puede simplificar,
- 9% =3/32 se escribe como raiz,
=23 =39

= . Por lo tanto, v3 + %3 =1/9.
Por lo tanto, \32 x4 +%2=8.

*
Problemasw
Realiza las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta.

a) g x Vg +\/8 b) V3 %33 )33 %43
d) V4 xV2 x ¥32 e)243 x39 +%3 f)V25 +45

© )
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Indicador de logro:

1.10 Aplica las propiedades de los exponentes racionales para realizar operaciones de raices con distinto

indice.

La utilidad de los exponentes racionales se mues-
tra en esta clase al efectuar operaciones entre rai-
ces con diferente indice.

Solucién de problemas:

Propésito:

Dado que las operaciones se indican con raices
n-ésimas entonces la respuesta se expresa como
una raiz, como se muestra en el Ejemplo b).

a) VB x {8+ {B =8 x8 s8-8 i Hogh Rl _ghogio(p)=2""=2224
b)V3xi3 =373 =33 =355 = 3 = {3

1 1,1 2,1 3 1
)V3xYB=3x3=3"0=3"0=3-3-43

1 1 1 1 1 2 1 5 2,1,5  6,4.,5 15 5

d)%x%x%=4ﬁx2§x32ﬁ=(22)1)(23 (25)7 Zx2§x2ﬁ=24+3+1z=212+12+12=2ﬁ_21

=\2°=2"x2=2\2

1 1 1 1 El 2 1 5,2 1 15,4 1 18

E)\/mx\/_ \/_ 2432X93' 36 = (35)2 (32)3 36=32x33+36=3236=-36566=-36=33=27

1 1 1 1 2 1 1 1 3.1 2 R
f)4/25 + 45 =25+ 56 = (52" + 58 =5%+ 58 =52+ 58 =55 6 =58 =53 =[5

Si la potencia que aparece en el radicando tiene un exponente
mayor que 2, puede dejarla expresada sin efectuarla, como en
b).

En d) también se puede efectuar la simplificacién escribiendo
la fraccidon impropia como un entero mas una fraccidn propia:

2122 =228 AR,

2
Ademas, no es necesario simplificar el exponente de 2* porque
debe reescribirse como fraccion equivalente con exponente 12.



1.11 Practica lo aprendido ™

1. Efectua las siguientes operaciones, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:

a) 56 x 5° b) (~4) x (—4)? c)26x 23 d)37x37

e) (-6)" x (-6) f) 39+ 3° g)2+2 h) (=5)? = (=5)
i) 45+ 43 ) (22 = (-2)° k) (42 ) [(-3)7]

m) (27)° n) (67)* 0) (57) p) [(=2)7]°

2. Realiza los siguientes ejercicios, expresa el resultado utilizando potencias con exponente positivo:
a) 3*x 5% b) 2¢x 3% c) (—4)*x 82 d) (-6)3x (-5)3
e)9°+3° f) 1672+ (-2)? g) (-35)” + 57 h) (—18)* + (-3)™*

3. Realiza las siguientes operaciones simplificando tu respuesta:

a) V12 %324 b) 420 x 3125 c) a8+ 6 d) V80 <355
e)\\324 f) /56 + /189 o) Vea-4a h) (/22)?

4. Simplifica las siguientes raices: Escribe cada raiz como potencia racional.
2)\a b) /9 )27 d) 16

5. Efectua las siguientes operaciones, simplifica tu respuesta a la minima expresion:
2) V9 x 9 b) V8 x Vg x2 c)\N27+33 d) §/8 x 32 x 2

6. Realiza las siguientes operaciones:

Y a) A2 +33)R/4 -6 +3)9) b) R2 =3/3)/4 +36 +9)

L

4 Exponente irracional
El nimero V2 es irracional, por lo que su valor solo es aproximable: V2 = 1.414213...

Considera la siguiente sucesidn de potencias racionales:
31=3, 314 =4.,655536..., 3141 =4,706965..., 3'%%=4727695..., 3141%2=4728733...

La sucesidn se aproxima al numero real 4.728804...
Los exponentes de la sucesidn se aproximan al valor V2. Por lo que, se dird que la sucesidn se aproxima
al valor 32,

De esta forma, si x es un numero irracional y @ > 0, es posible definir la potencia a* siguiendo el proceso
anterior.

Por lo tanto, la potencia a* esta definida para todo ndmero real x y a > 0. Las propiedades vistas anterior-
mente se generalizan para todo exponente real. Si a y b son nimeros reales positivos, r y s nimeros reales:

r S — AT +S a _ r-s r\S — AT %S r = r a_f(a !
a)axa’=a b)E—a o) (@) =a d) @ xb" =(axb) e F_(?)

)

@

. _/
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Indicador de logro:

1.11 Resuelve problemas utilizando potencias y raices n-ésimas.

Solucién de problemas:

1a) 59 x 59 = 595 = 51 1b) (~4) x (4)? = (-4)1*2 = (~4)7 = 41

1c) 26 x 2% = 26+(3) = 263 = 23 1d)37x37=37+7=3=1

le) (-6) 1 x (-6) 2= (-6) 12 = (-6)° = = —gy  M)Fe3F=3 =3

1g)2+2°=21"*=27 = 1h) (-5) + (=5)3 = (~5)2"F3 = (=5)2*3 = (=5)° = -5
145445401 1) (-2)7+(-2)7 = (-2)F) = (27 = (-2) = S =1
1K) (4%)° = 4273 = 4° 1) [(-3)21° = (3P = (3)° = = 5

1m) (24P =243 =2 =1 1n) (67 =6 0*V =6

10) (57%)2=52 (2 =5¢ 1p) ((=2)7)° = (-2)** ) = (=2)* = 2"

2a) 3*x 5% = (3 x 5)* = 15* 2b)29x3°=(2x3)°=6%=—

2¢) (-4)*x 8= (-4 x 8)* = (-32) = 32? 2d) (-6)x (-5) = (-6 x (-5))* =307 = =
2e)9°+35=(9+3)° =3 26) 167+ (-2)2 = (16 + (-2))? = (-8)*= g =
2g) (-35)" + 57 = (-35+ 5 = (-7)" =7 2h) (-18)* + (-3)* = (<18 + (-3))* =6 ==

3a) V12 x V24 =312 x 24 =25 x 32 = 2{/32 = 23[9 3b) ¥-20 x /25 = =20 x 25 =3=2? x 53 = —53/4
3c)V48+V6 =48+ 6=38=12°=2 3d) /80 + -5 =80+ (-5) =3-16 =2°x 2 =-22

3e) V324 =\\27x32x32=\12x3x3=12x32=3V2 3f)356+3189=320x7+33Fx7=237+37=537

3g) V64 —\a =427x 22 -2 = 2V4-Na =N =N2*  3p) a2y = 4227 = (< 3)7 = V2% Bx 37 = 49

=2i=21=12
aa)\a=4 = (22)=22=\2  4b)¥9=33 4c) {27 =3 4d) {16 =34
52)9x40=9"x9=9%  5p)VExBxi2=4  50V27:¥3=3%3  5d)V8xYaxi2=242
=36=43

6a) (12 + \3)(Va - V6 + 3) = V22 — 126 + V243 + {32 - {316 + V31
=Yg - V12 + V18 + V12~ V18 + 127
=2 +y37=2+3=5
La definicién de exponente irracional presentada en el recuadro de informacion

6b) A2 -33)A/a +36 +39) =-1 adicional completa la posibilidad de utilizar cualquier exponente real, asi es
posible definir la funciéon exponencial como una funcién real.

&



Funciones y ecuaciones exponenciales

4 M\
2.1 Definicion de la funcion exponencial
Problema inicial
Para cada literal completa la tablay graﬁiaxla funcién dada. X 2 i) 0 1 )
a) fla) = 2* b) fix) = (3)
y
Solucién i,
a) fla) = 2* b) i) = (3)
. ) N2 o Ay
Six =-2 se tiene f(-2) = 2‘2=% Six =2 se tiene f(-2) = (5) =(27)7=22=4
. ) 1\
Si x = —1 se tiene f(—l) =21 =% Six =-1 se tiene f(—l) = (E) = (2 1) 1=21=2
. . 1\0
Six=0setiene fl0)=2°=1 Six =0 se tiene f(0)=(§)=1
. . 1\t 1
Six=1setiene f{1)=2'=2 Six=1setiene f(1)=(5) =3
. . 1\2 1
Six=2setiene f(2)=22=4 Six =2 se tiene f(2)=(5) =2
X -2 -1 0 1 2 X -2 -1 0 1 2
y | 7| 2| 1] 2] a Yy la | 21| 2] %
Se traza una curva sobre los puntos obtenidos en cada caso.
y Yy
— X B X
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 o0 1 2
Definicion
Sea a un numero real positivo y diferente de 1. La funcion f: R— R definida . .
. . . En la funcién exponencial
por f(x) = a* se llama funcién exponencial. Al nimero a se le llama base. |a variable x esta en el ex-
La gréfica de la funcién exponencial f(x) = a* pasa por los puntos (0, 1) y (1, a). ponente.
Si se cumple que 0 < a < 1, entonces f(x) = a*, se puede escribir de la forma f(x) = b, donde b = % >1.
Por ejemplo f(x) = (%) = ([RMF=27E
Problemasl
Grafica las siguientes funciones exponenciales:
a) flx) =3 b) flx) =3~ c) flx) = 4 d) flx) = 47
N /
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Indicador de logro:

2.1 Grafica funciones exponenciales utilizando tablas y localizando puntos en el plano cartesiano.

Posibles dificultades:

En la leccién anterior quedd definida la potencia Al elaborar la grafica debe darse la indicacion de
para todo exponente real, por lo que ahora se de- que la grafica no corta al eje x, incluso puede su-
fine la funcidn exponencial y se elabora su grafica gerir probar valores en la calculadora para obser-
a partir de la ubicacién de puntos en el plano car- var el comportamiento de la grafica.
tesiano.
_ AN
Solucién de problemas:
Al x| 2] 1] 0| 1| 2 b)| » | 2 [ 2| o | 1] 2
1 1 1 1
y ) 3 1 3 9 y 9 3 1 3 )
J fix) = 3° flx) = 37 y
3 2 10 1 2 X 3 2 1 0 1 2 X
=1 1
c) 2|1 o] 1] 2 d) 2 | 1| o0 | 1
1 1 1
% | 1 1 4 | 16 Yol 16 | 4 1 T | i
Y fw)=4 fla) = 4 y
2 I Las graficas de los literales \ 12
10 I c)y d) pueden elaborarse \ 10
8 / a escala o hasta y=4. \ 9
4 N
2 -19q 1 : % 32 a0 12 %
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2.2 Funciones exponenciales simétricas

Problema inicial

1. Grafica las siguientes funciones en un mismo plano cartesiano.

a) f,(x)=3" b) f,(x) =37 c) filx)=-3"
2. Compara la coordenada en x de los puntos de f;(x) y f>(x) que tienen la misma coordenada en y.
3. Compara la coordenada en y de los puntos de f;(x) y f5(x) que tienen la misma coordenada en x.

Solucién _
1. a) f,(x)=3" vy y=f
: 1
X -2 -1 0 1 2 .
1 1 B
b) f,(x) = 3™ 4
X -2 -1 0 1 2 j
y | 9| 3| 1| 3|3 ><
3 -2-1e 0| 1 2 x
c) f,lx)=-3" >
X -2 -1 0 1 2 »
1 1 . \
& -5 | ~3 | 1 -3 -9 \

y=f,x)
2' X S 3 X 3
filx)=3" | f,(x)=3 filx) =3 | f(x)=-3
1 1 1 1
(23) | (23) (23) | (2-3)
1 1 1 1
(v3) | (3) (v3) | (1-3)
(0,1) (0,1) (0,1) (0,-1)
(1' 3) (_11 3) (11 3) (11 _3)
(2, 9) (_21 9) (21 9) (21 _9)
Si (x, y) es un punto de la gréfica de f, entonces Si (x, ) es un punto de la gréfica de f, entonces
(=x, y) es un punto de la gréfica de f, . Las grafi- (x, —y) es un punto de la gréfica de f, . Las grafi-
cas son simétricas respecto al eje . cas son simétricas respecto al eje x.

Se observa que:
e la grafica de la funcidn y = 3™ es simétrica a la grafica de la funcidn y = 3* respecto al eje .
e La grafica de la funcion y = —3* es simétrica a la grafica de la funcion y = 3%, respecto al eje x.

©

J
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Conclusién
1. Las funciones y = a*y y = a™® son simétricas respecto al eje y.
Para graficar y = a™ se cambia el signo a la coordenada en x de los puntos de la grafica de y = a*.

2. Las funciones y = a* y y = —a* son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a* se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la grafica de y = a*.

3. Las funciones y = @™y y = —a™, son simétricas respecto al eje x.
Para graficar y = —a™ se cambia el signo a la coordenada en y de los puntos de la gréfica de y = a™.

Ejemplo
Grafica la funcién f, (x) = =37
y=fx) Y
Para graficar f, (x) = =3 se cambia el signo a la coordenada en y de los o

puntos de la gréfica de f,(x) = 3™

~

fx)=3> |f,(x)=-3~
(2s) | (-3
(3 | (-3

(0, 1) (0,-1)

-, N W S L2}

|
W
i
N
|
=)
&

)

(_1/ 3) (_1/ _3)

W

A
—4

(=2,9) (=2,-9)

—
~——
|
Ul

y=1,x)
v
Problemas.

1. Grafica las siguientes funciones en el mismo plano cartesiano utilizando las simetrias:
fi(x) = 2%, f,(x) = 27, f,(x) = =2%, [ (x) = =27~

2. Grafica la funcion f, (x) = =3 a partir de la funcion f,(x) = 3% Comprueba que £, es simétrica a f, respecto
al origen: si (@, b) estd en la gréfica de f, en-
tonces (—a, —b) esta en la grafica de f,.




Indicador de logro:

2.2 Grafica funciones exponenciales utilizando simetrias respecto de los ejes de coordenadas y el origen.

Secuencia:

Teniendo clara la forma de las graficas de las fun-
ciones exponenciales a* y a™ se estudian aho-
ra aquellas que pueden obtenerse aplicando
simetrias respecto a los ejes coordenados y el ori-

N

gen, que se estudio en la unidad 5 de primer afio.

/

Solucién de problemas:

1. Secambiaelsignoala

primera coordenada.

N

En el Problema inicial el estudiante realiza la com-
paracion de las coordenadas de algunos puntos,
de esta manera no solo visualiza la simetria de
manera grafica sino también por medio de su de-
finicién. D

Se cambia el signo a la

segunda coordenada.

S
filx)=2* | f(x)=2" | f(x)=-2" |f,(x) =27
(2, 4) (-2, 4) (2,-4) (-2, -4)
(1,2) (-1,2) (1,-2) (-1,-2)
(0, 1) (0, 1) (0,-1) (0,-1)
(23 | @3 | ) | ()
(23 | @3 |2 | )

Se cambia el signo a la segunda coordenada.

2. Sea (a, b) un punto en la gréfica de f(a) = 3" entonces (a, b) = (a, 3%).
Se comprueba que (-a, -b) estd en la grafica de f,(x) = -3

\_/

Evaluando f,(-a) = -39 = -3¢ = -b.
Por lo que (-a, =b) es un punto de la grafica de f,(x) =

flx)=3" |f,(x)=-3"
(2,9) (=2, -9)
(1,3) (-1, -3)
(0,1) (0, -1)

(_

3 | (23)

1

=Y |

<

-3

=N W B N 00 O

= ()
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2.3 Caracteristicas de las funciones exponenciales

Problema inicial

3. f,(x) =-3~
Y
—2\—1 0 1 2 x
=T
o
J |
A
8 \

b)Dominio y rango
d) Asintotas de la funcion

fes una funcidn creciente sia < b = f(a) < f(b).
f es una funcién decrecientes sia < b = f(a) > f(b).

b) Dominio y rango:

=R
Rfl = ]0'00[

d) Asintotas de la funcion:

Se muestran las siguientes funciones y sus graficas:
1. f(x) =3 2. flx)=3"
y Y
1
<9 T 7 X s T
Para cada una de las gréficas determina:
a) Interceptos con los ejes
c) Si la funcién es creciente o decreciente
\
Solucién
1. f(x)=3"
a) Interceptos con los ejes:
Eje y:f,(0) = 3°= 1, el intercepto es (0, 1).
Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.
c) La funcidn es creciente:
Si b < ¢ entonces 3° < 3¢
2. f,(x)=3~

a) Interceptos con los ejes:

y = 0 es asintota horizontal de la funcidn,
pues la grafica de f1 se aproxima a la recta
y =0 a medida que x disminuye su valor.

b) Dominio y rango:

Ejey: £,(0)=37°=3°=1, el intercepto es (0, 1):

Eje x: No existe un valor real x tal que 3*=0.

c¢) La funcién es decreciente:
Si b < c entonces 37> 3

3. Las gréficas de las funciones f,(x)

Dy, =R
Ry, =10,00(

d) Asintotas de la funcion:

vy =0 es asintota horizontal de la funcién.

-3*y f,(x) = 3* son simétricas respecto al eje x.

Interce.pto Dominio Rango CreC|er_1te © Asintota
enelejey Decreciente
. Creciente _
fix) =3 (0,1) R 10, o Si b < c entonces 3 < 3¢ y=0
. Decreciente _
filx) =-3 ©0.-1) R J=e, 0l Si b < ¢ entonces -3 > -3¢ y=0

B




-~

~
Conclusién
La siguiente tabla reune las caracteristicas de las graficas de las funciones f,(x) = a*, f,(x) = a™y f,(x) = —a*
donde a > 1.
fi(x)=a* flx)=a” filx)=-a*
I |
nterce‘pto ene (0, 1) (0, 1) (0,-1)
ejey
Dominio R R R
Ry, =10, +oo[ Ry, =]-0, 0[
R 1 R = 0 + 2
nee -{yER|y >0} =10, +eol -y ER|y <0}
Creciente o Creciente Decreciente Decreciente
Decreciente Sib<centoncesa’< a¢ | Sib<centoncesa®>a™ |Sib < centonces —a’>—a¢
Asintota y=0 y=0 y=0
Ademas, observa que las funciones f,, f, y f, no tienen intercepto con el eje x.
Si a es un numero real tal que a > 1, entonces:
e La funcion f(x) = @, se llama funcién exponencial creciente.
e La funcion f(x) = a™®, se llama funcién exponencial decreciente.
Problemas.Z
1. Utiliza la simetria respecto al eje x para completar las caracteristicas de la funcion f(x) = —a™ a partir de
las caracteristicas de la funcién f(x) =a™, a > 1.
Interce.pto Dominio Rango Creaerlmte © Asintota
en el ejey Decreciente
Decreciente
=q™ 0,1 . =0
= 1) R 10, o Sib < centoncesa®>a* Y
flx)=—a™ R y=0
2. Determina el intercepto en el eje y, dominio, rango, monotonia y asintotas de las siguientes funciones.
a) fylx) =2 b) f,(x) = 2 o) f,(x) = -2 d) £,(x) = =2
3. Resuelve las siguientes desigualdades utilizando la grafica de la funcion y = 2*,
a)2*=>1 b)2*<1
4. Demuestra que la funcidn f(x) = 2* + 2~ es creciente en [0, o[, desarrollando los siguientes pasos:
a) Demuestra que sic#0y d # 0 entonces (c + %) - (d + %) =(c- d)(l - %)
b) De a) prueba que (2° +27°) — (29 +279) = (20 - 2")(1 - 2a1+b).
c) De b), concluya que si 0 < a < b entonces fla) < f(b).
5. Demuestra que la funcion f{x) = 2* + 27 es decreciente en ]-o, 0].
a W,

@
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Indicador de logro:

2.3 Determina las caracteristicas de una funcién exponencial dada (dominio, rango, monotonia y asintotas).

Kotras se estudiaran por medio de su definicién.

AN

Algunas caracteristicas de las funciones que se es- Algunas de las caracteristicas se pueden justificar

tudiaron en primer afio se establecieron grafica- de manera intuitiva, es por eso que en la Solucién

mente; de igual manera se estableceran las carac- se establece la asintota horizontal sin realizar una

teristicas de las funciones exponenciales como la descripcion formal, de hecho se puede utilizar la

monotonia, el dominio, el rango y la asintota. Las calculadora para evaluar los valores. La monoto-
nia se puede establecer graficamente.

/

Solucién de problemas:

1. Utilizando que la funcidn f(x) = a™ puede obtenerse cambiando el signo a la segunda coordenada de los

puntos de f(x) = —a™.

Intercepto en el eje y: (0, 1) en f,(x) =a™*= (0, -1) en f,(x) = —a™.

Dominio: no cambia porque son valores en la variable x.

Rango: R, =]0,0[={yeR|y>0}=>R,={yeR|-y>0}={yeR|y <0}=]-0,0[

Creciente o decreciente

Se sabe que si b < ¢ entonces a™® > a¢, multiplicando por —1 esta desigualdad, se tiene que

si b < centonces —a™® < -a™, es decir si b < c entonces f,(b) < f,(c).

Intercepto en el eje y | Dominio Rango Creciente o Decreciente Asintota
i) = o 0.1 R ol | Gp e cemoncenatsas | 070
fZ(x) == (0, -1) R J=e, 0] Sib<c erftrsr:iceer;tia‘b <-a° y=0
2a) Se obtienen las caracteristicas de f,(x) = 2* a partir de su grafica. y
Intercepto en el eje y | Dominio | Rango Creciente o Decreciente Asintota
©.1) R 100l 1 g < cce:r?tccl,i:zes <o | Y0 e

2b) Se obtienen las caracteristicas de fz(x) = 27 a partir de la simetria con
fla) = 2%, o2

11b)

El intercepto (0, 1) no cambia por ser cero su coordenada en x. b 0

OfF = = = = = = -

El dominio es Ry el rango: R, =0, oof.

Creciente o decreciente

La monotonia también se puede

Se sabe quesib <c entoncels 2'< 2“,1 . analizar por medio de la gréfica.
b ¢ T 1
2bzc(z )< 2})20(2 ), se multiplica por Shye
1 1
<7
<2

Asi si b < ¢, entonces 2% > 2= por lo que la funcién es decreciente.

B



La asintota no cambia y = 0.
En resumen, para b), ¢) y d):

Intercepto en el eje y | Dominio | Rango Creciente o Decreciente Asintota
flx) =27 ©.1) R A chﬁ[gﬁfeTE—b >pe | Y70
flw)==2 ©0,-1) R0l gy o c[iictgeﬁliztfzb > | Y70
filx) =2 (0,-1) R J=, 0l Sib<c eﬁ':s:\iceer;tirb <=2 y=0
3. y Por medio de la grafica se tiene que
T y =0 3a) 2* > 1 entonces x = 0, es decir que se cumple para x € [0, oo.
4
3 3b) 2* < 1 entonces x < 0, es decir que se cumple para x € |-, 0.

También se puede utilizar la monotonia:

/ Six=>0=22">22=1yx<0=>2"<2°=1,
entonces 2* > 2%solosix = 0y 2* < 2°solo si x < 0.

a) (o + 1) = (d+2) = =+ (2= 2) = (e-d) + (559 = (e ) - () = (el )

4b) Tomando ¢ = 2%y d = 2¢ se tiene que

(c + ) (d + ) (26 +27%) = (224279 = (2 - 2")(1 - 2a+b)

4c) fib) - fla) = (2 - 29)(1 - 535)
Como 0 < a < b entonces 2% < 2%, es decir, 0 < 2°— 2 Por otra parte, como 0 < a + b, entonces

1<% — <1=0<1-

2a+b

= fb) - fla) = (2 = 291 - 325) > 0= fla) < fib).

2a+b

5 /(b) - fla) = (2 - 2°)(1 - 535)
Como a < b < 0 entonces 2¢ < 2%, es decir, 0 < 2°— 2 Por otra parte, como a + b < 0, entonces

=1- <0,

2a+b 2a+b

= f(b) - fla) = (2~ 29)(1 - 355) < 0= fia) > f1b)

20 < 1= 1<
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2.4 Desplazamientos horizontales y verticales de la funcion exponencial

Problema inicial
1. Grafica las funciones de cada literal en un mismo plano cartesiano.
a) f(x) =2% f,(x) =271, filx) = 27 b) f(x)=2% f(x)=2"-1, f(x)=2"+1

2. Describe la grafica de las funciones f,(x), f,(x) como un desplazamiento horizontal o vertical de la funcién

fi(x).

Solucién
a) fl(x) =25 fz(x) = Zx_l’ f3(x) =Qx+1
x -2 | -1 0 1 2
f() % % 1 2 4
| 23RN/
1 A ¢ P 14
x| 5 1 2 4 8

Al dibujar las gréficas de las funciones se observa que:
* La grafica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha de la funcién £ (x).
* La grafica de f,(x) es un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la izquierda de la funcién f,(x).

b) £,(x)=2% flx) =2:=1, fi(x) =2+ 1 Y
x -2 | 1 0 1 2 >
1 1 4
x| 7| 3 1 2 4 ,
3 1
fz(x) T -2 0 1 3 ﬂj
=f,(x)
5 3 Y=l
fa(x) 4 2 2 3 5 y=£x) ] — T3 X
* La gréfica de f,(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad ¥ =/l -1
hacia abajo de la funcién f(x).
* La grafica de f,(x) es un desplazamiento vertical de 1 unidad La asintota horizontal de
hacia arriba de la funcién f,(x). flx)=a*+kesy=k.
Conclusién
La grafica de la funcién f(x) = a*~"* es un desplazamiento horizontal de A unidades de la funcién f(x) = a*.
¢ Si h > 0 el desplazamiento es hacia la derecha. e Si h <0 el desplazamiento es hacia la izquierda.

La grafica de la funcién f(x) = a* + k es un desplazamiento vertical de k unidades de la funcién f(x) = a*.
e Sik > 0 el desplazamiento es hacia arriba. e Sik < 0 el desplazamiento es hacia abajo.

Problemas.Z
1. A partir de la grafica de f{x) = 3* grafica las siguientes funciones:

a) flx) =372 b) flx) =3+** c) flx)=3"-3
2. A partir de la grafica de f{x) = 4~ grafica las siguientes funciones:
a) flx) =41 b) flx) = 42 c) flx)=4+2

26




Indicador de logro:

2.4 Grafica funciones exponenciales utilizando desplazamientos horizontales y verticales.

En primer afio se graficaron los desplazamientos
de funciones. En esta clase se utiliza la misma di-
namica para establecer los desplazamientos en las
funciones exponenciales, es decir, se comparan
las graficas de las funciones para luego establecer

Propésito:

Debido a que solo algunos estudiantes recordaran
el concepto de desplazamiento con claridad, la So-
lucidon permitira observar los desplazamientos de
las gréficas a partir de la funcién mas simple.

klos desplazamientos. JAN )
Solucién de problemas:
1a) f(x) = 3*? 1b) f(x) = 3v*1 1c) flx)=3*-3
y y A
Tyl ) . y=3xl
; y=32 =§‘< ¥ 8 lyas:ds

~

~
~J

—
I
o)}

ul

B

Ul
—~—
—
o

w

O W p
e
N w

N

Ul
~— ~—
\\ \\

-3—>-LO/J: X 3 5 10 1 2 X S REE 7 3 X
-1 - 1
R
—1_3
2a) f(x) = 4+ 2b) flx) = 4°+2 2¢) flx) = 4%+ 2
Yy Yy Yy
16 y=F y:4t_1 16 yI4 16
16 e 16
14 14 14
12 I I 12 I 12
s Bl o
1/ ol |/ /]
f : Y=+ _/:; y=a
‘9/ 2 ) 2
-2 -10 1 2 X 4 3 -2 210 1 27 2 10 1 2 x
2 2 2

@ Sugerencia Metodoldgica



.

2.5 Grafica de funciones exponenciales con simetria y desplazamientos*®

Problema inicial

En cada literal traza la grafica de f(x) a partir de la grafica de f,(x) = 2%, utiliza simetria y desplazamientos.

t a)filx)=2*"*+1 b) flx) = 27«-V—-1 La simetria se aplica si la poten-

Solucién
a) La grafica de f, se dibujé en la clase 2.1.

Se grafica y = 2*~*, como un desplazamiento de una unidad
hacia la derecha de f,.

Se grafica f(x) = 2*~* + 1, como un desplazamiento de una
unidad hacia arriba de y.

Si (x, y) es un punto de f,(x), entonces el punto (x + 1, y + 1)
es un punto de la grafica de f(x).

b) Se grafica f,(x) = 2 a partir de la simetria con la gréfica de f,
respecto al eje y.

Se puede escribir f(x) = f,(x-1)-1.

Asi, f(x) es un desplazamiento de una unidad a la derechay
una unidad hacia abajo de f(x).

Sea (x, y) un punto de fz(x), entonces el punto (x + 1, y — 1)
es un punto de la grafica de f{x).

Conclusién
Para elaborar la grafica de una funcién exponencial f(x) se
realizan los siguientes pasos:
1. Se dibuja la grafica de £, (x) = a*.

2. Se dibuja una funcién fz(x) de acuerdo a los signos de Ia
potencia y el exponente de f(x):
* a*se utiliza simetria respecto al eje y.
» —a” se utiliza simetria respecto al eje x.
* —ase utiliza simetria respecto al origen.

3. Desplazamiento, escribiendo f(x) = f,(x — h) + k entonces
el punto (x, ) de la gréfica de f, se desplaza al punto
(x+ h, y+k) de la gréfica de f.

*
Problemasw

cia es negativa o si la variable
tiene signo negativo.

Y y= f,(x)
/
24K \] K|
13 ,
/
/
7/
., /7
L -7 y=£x)
— >X
-2 -1 o 1 3
- y1=1tx]

Ejemplo: flx) = —2"=1-1
y"y=f1(x) 1. fl(x) =%

3 Simetria respecto
2 al origen.
2. f,(x)=-2*

Desplazamiento
3. flx) =—21-1

Grafica las siguientes funciones utilizando simetrias y desplazamientos:
a)flx)=3*2+1 b) flx) =4+-1-3 c) flx) =—2%"1+2 d) flx)=-3=**1-3

e) flx) =3"*1+2 f)flx)y=2""2+1 g) flx)=-3""1-1 h) flx)=—3""2+2

©
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Indicador de logro:

2.5 Elabora la gréfica de funciones exponenciales utilizando simetria y desplazamientos.

Ahora se grafican funciones exponenciales utili-
zando la simetria y los desplazamientos al mismo
tiempo; si el Problema inicial representa mucha
dificultad debera ser resuelto por el docente.

Propésito:

En la Conclusién se establece un proceso general
para graficar funciones exponenciales, en el caso
del paso 2 debe aclararse que no se utiliza cuando
la potencia y la variable en el exponente tienen

signo positivo.
_ A\ CEOP J
Solucién de problemas:
a) f,(x) =3" b) f,(x) = 4% f,(x)=47 o) f(x)=2% f,(x)=-2"
) =fle-2+1=377+1  fl)=flx-(1)-3=471=3  fl)=flx-1)+2=-2"1+2
y
J y=fx) Y _
D=t y=1x) =l . Y=/
. y= | ! .
1 | aC :
(YA \ >
f / ’ // X
, _2\_] . - x \z/?B;‘)“’:!-»-__;_L _10 1 2N\ 3
-3 -2 -1 0 1 2 x 3 _Sv \
d) f,(x) =3% f(x)=-37 f) f,(x) =2%; f(x)=27 h) f,(x) = 3% f,(x)=-37
) =fle-1-3=-3""-3  fw)=flx—(2)+1=2"2+1  fl)=fx-(2)+2=-377+2
y
SR AL y y
3 \ . /y=f1(x) 4y:fx)
2 ¥ =flx) 3
/ 4 5 v = flx)
=f(x .
32 -1 0 s 3 o
: 2 -3/2 -1 0 73 X
- yI=flx) R
— ~—~—
/ 4 2 1 o 1 2 * | -3
[

El problema c) no se resuelve
por motivos de espacio.
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2.6 Ecuaciones exponenciales

Problema inicial

Encuentra una solucién para cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 5* = 25 b)2:=1 )4=8 d) (%): 81
Solucién 1
a) 5*= 25 ) 2= 1

Descomponiendo 25 =52, Descomponiendo 8 = 23,

sustituyendo 5* = 5% sustituyendo 2% = %'

Por lo tanto, x = 2. escribiendo con exponente negativo 2* = 273,

Por lo tanto, x = -3.

)4:=8 @) (3) =e1

Descomponiendo 4 = 22y 8 = 23, Descomponiendo 9 =32y 81 =34

) . 1)
sustituyendo (2°)* = 2, sustituyendo (;) =34

aplicando propiedades de potencia 2** = 2, escribiendo con exponente negativo: (372)* = 34,

entonces 2x = 3. aplicando propiedades de potencia: 37 = 34,

3
Por lo tanto, x = > entonces —2x = 4.

Por lo tanto, x = -2.

Definicién
Una ecuacion exponencial es aquella que tiene términos de la forma Ejemplo: 27+ = 2
a*cona>0ya=#l.
. . . - 1
Para resolver una ecuacion exponencial se realiza lo siguiente: 27%=(33)*=3%* y 5= é =&~
1. Se escriben todos los términos en la misma base para obtener una 3= 32
igualdad de potencias con la misma base: a’= a?.
2. Se igualan los exponentes r = s y se resuelve esta ecuacion. — 3x=-2
Por lo tanto, x = — %

*
Problemas.

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 2*=16 b) 3—x+1=9x+2 C) 53x—4=% d) 221—3=%
e) 25x+7=% f) 93x+1=27—2x—2 g) 8—x+3=4x+2 h) 42x—1 =%

®



Indicador de logro:

2.6 Resuelve ecuaciones exponenciales utilizando igualdad de potencias con la misma base.

Propésito:

Se introducen las ecuaciones exponenciales, para
resolverlas se tiene como base la descomposicion
en factores primos. Estas ecuaciones surgen en al-
gunos problemas de la unidad 6.

La igualacion de exponentes que se encuentra en
en el numeral 2 de la Definicién viene del hecho
deque:sia#1,a>0,entoncesa’=a°© b =c,
porque la funcién y = a* es monétona.

Solucién de problemas:

a) 2:=16 b) 3=+1=gv+2 ¢) 5 t=ot d) 2=-=1
2% = 24 3w+l = (3242 53x—4=512 22x—3=%
x=4 3w+lz gow+d 53-4 = 52 23 _ 92

—x+1=2x+4 3x—-4=-2 2x—-3=-2
—-3=3x 3x=-2+4 2x=-2+3
x=-1 3x=2 2x=1

e) 25x+7=% f) 93+t =2772+"2 g) 8 3=4x*2 h) 4251 =%
pr= 1 (371 = (3%) 22 (292 = (22)°2 (221 = 21
Jse7 2 93 36x+2 = 3-6v-6 23149 = 92 +4 S o g

Sy 47 =-3 bx+2=-6x-6 —3x+9=2x+4 dx—2=-1

Sx=_3—7 12x=-8 -5x=-5 Ay =1
5x=-10 =5 o x=3
x=-2 x=—§
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2.7 Ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones cuadraticas

Problema inicial
A partir de la ecuacién exponencial: 4* — 2% = 2 realiza lo siguiente:

a) Escribe 4* como potencia de 2. b) Sustituye y en lugar de 2* en la ecuacion.
c) Resuelve la ecuacidn resultante. d) En las soluciones encontradas sustituye 2*en lugar
e) Resuelve las ecuaciones resultantes. dey.
Solucién

a) Se representa 4* como una potencia de 2: b) Al utilizar que (22)* = (2%)? se tiene:
47=(2%)*=2* al descomponer 4 = 2? (2)2—2¥=2
Asi, se obtiene la ecuacion (2%)*— 2= 2. lz l

y-y=2

c) Resuelve la ecuacidn resultante. d) En las soluciones encontradas sustituye
y?—y =2 es una ecuacion cuadrdatica, 2%en lugar de y.
resolviendo:

y=2 o y=-1
¥ -y=-2=0 ! !

(y=2)(y+1)=0 2*=2 o 2*=-1

y=2 o y=-1

e) Resuelve las ecuaciones resultantes.

2*=2 o 2* = -1, esta ecuacion no tiene solucidn,
2¢ =21 ya que 2* > 0, para todo x real.
x=1

Por lo tanto, la solucion es x = 1.

Conclusién
Una ecuacién exponencial, en la que aparece una suma o resta de potencias, se puede reducir a una ecua-
cion cuadratica si una de las bases es el cuadrado de la otra.

Este tipo de ecuaciones se representa asi: p(a*)* + ga* + r = 0.

Para resolverla se realiza lo siguiente:

1. Se efectua el cambio de variable y = a*.

2. Se resuelve la ecuacion py* + qy + r =0, del paso anterior.

3. En las soluciones encontradas y =y , y = y,, se sustituye y pora“: a*=y, ya*=y.,.

4. Por ultimo se resuelven ambas ecuaciones, si se puede. Estas son las soluciones de la ecuacion original.

>
Problemas.
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas.

a)4'-2"-12=0 b)9*-2(3)+1=0 Si una potencia tiene la forma
a**’, con r un numero real, se
)4 -6(2*)+8=0 d) 5(25*) - 26(5)+5=0 reescribe a**’ = a’ (a).

Por ejemplo, 2**1 = 2(2%).

e)9**1+8(39)-1=0 f)4v+2 =527 1) +1=0

@ )
®




Indicador de logro:

2.7 Resuelve ecuaciones exponenciales que se reducen a ecuaciones cuadraticas por medio de un cambio

de variable.

Ahora se resuelven ecuaciones exponenciales que
pueden reducirse a ecuaciones cuadraticas, uti-
lizando un cambio de variable. Por lo tanto, sera
necesario que el estudiante recuerde los métodos
para resolver este tipo de ecuaciones que ya se
han estudiado en las unidades de ecuaciones y

secciones conicas. y.

N

Solucién de problemas:

a)4v—25—12=0,y=2"
=254 -2-12=y’-y-12=(y—-4)(y+3)=0
=>y-4=00y+3=0
>y=4o0y=-3
=2S8i2*=4=>2=22=>x=2.
= Si 2* = -3 no tiene solucidn.
Por lo tanto, la solucién es x = 2.

)4 -6(2%)+8=0,y=2"
=4 -6(2")+8=y’-6y+8=(y-4)(y-2)=0
=>y—-4=00y-2=0
>y=40y=2
=2Si2*=4=>2=22= x=2.
=Si2*=2=>x=1.
Por lo tanto, las soluciones son x =1, x = 2.

e)9*1+8(3%)-1=0,y=3"
=971+ 8(3")-1=9(9") +8(3*)—1=9y*+8y -1
=(y+1)(9y-1)=0
>y+1=009y-1=0
1
=>y=—10y=§

= Si 3* = -1 no tiene solucién.

:>Si3x=%=>3"=3‘2:>x=—2.

Por lo tanto, las solucion es x = —2.

Posibles dificultades:

El Problema inicial plantea al estudiante el proce-
so para resolver la ecuacion dada. En la Solucidn,
al sustituir la potencia por la variable auxiliar pue-
de haber confusion si no se tiene claro la posibili-
dad de alternar los exponentes en la potencia de
una potencia (ver literal b).

N

b)9*-2(3*)+1=0,y=3"
=9 -2(3)+1=y’-2y+1=(y—-1)*=0
>y-1=0
>y=1
=2=1=>x=0
Por lo tanto, la solucién es x = 0.

d) 5(25%) = 26(5*) +5=0, y = 5
= 5(25%) — 26(5%) + 5 =5y2— 26y +5
=(y-5)(5y-1)=0
=>y-5=005y-1=0

=>y=50y=%

X — x_l
=>5°=505"=¢

=Si5*=5=>x=1.

:>Si5"=%:>5x=5‘1:>x=—1.

Por lo tanto, las soluciones sonx =1, x =-1.

f) 4¥+2-5(2%*1) + 1=0,y = 2*
= 4*+2-5(2¢*1) + 1 = 16(4%) — 10(2%) + 1
=16y2—-10y +1
=(2y-1)(8y-1)=0
=>2y-1=008y-1=0
yoloyol
y_zoy_g
=>Si2x=%:>2x=2‘1=>x=—1.

=>Si2x=%:>2x=2‘3=>x=—3.

Por lo tanto, las soluciones son x = -1, x = -3.
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2.8 Practica lo aprendido

1. Justifica las siguientes afirmaciones.
a) La grafica de las funciones y = 2*y y = 2 son simétricas respecto al eje y.
b) La grafica de las funciones y = 3*y y = =3 son simétricas respecto al eje x.
c) Si (a, b) es un punto de la grafica de la funcién y = 3*entonces (-a, —b) es un punto de y = -3,

2. Utilizando las gréficas de las funciones f,(x) y f,(x). Determina la ecuacién de f,(x) a partir de f, (x).
a) f,(x) = 5* b) f,(x) = 4~
y 9

0.
=it \

(%)

(G

. / / Y=\ R
T o 1 2 X
10 1 3 X
c) fy(x) =2~ d) f,(x) = -2
Yy
/ Yy
N 2 -1 0 1 x
3 L
\/—fl(v)4 y=£f(x) v =£x)
—1 3
= 1 x v=fe

3. Grafica las siguientes funciones y describe sus caracteristicas: interceptos con los ejes, dominio, rango,
asintota de la funcién y crecimiento o decrecimiento.

a)flx)=2v"3-2 b) flx)=3*"1+4 c) flx)=5**2+2 d) flx)=—4*"1-1

4. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 23x—1=32 b) 3—2x+3=% C) 43x—3=1
d)25¢+> =1 e) 724 = 49 f) 1673 = g2~

5. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales reduciéndolas a ecuaciones cuadraticas:

a)9*-4(39)+3=0 b) 6%~ 5(6") ~6=0 c) 3%3-4(3*") +1=0

26



Indicador de logro:

2.8 Resuelve problemas sobre funciones y ecuaciones exponenciales.

Solucién de problemas:

1a) Si (a, b) estéd en la grificade y = 2= b = 2%
Evaluando —a en y = 2™ se tiene que y = 2709 =29 = h = (—a, b) estd en la grafica de y = 2™
Los puntos (a, b) y (—a, b) son simétricos respecto al eje .
Por lo tanto, la grafica de las funciones y = 2*y y = 27 son simétricas respecto al eje y.

1b) Si (a, b) esta en la graficade y =3*= b =3
Evaluando a en y = —3% se tiene que y = —3%=-3%=-)H = (a, —b) esta en la grafica de y = -3~
Los puntos (a, b) y (a, —b) son simétricos respecto al eje x.
Por lo tanto, las graficas de las funciones y = 3y y = —3* son simétricas respecto al eje x.

Fe de errata: en el Libro de Texto hay que corregir el signo del exponente
en la segunda ecuacidn, debe ser positivo, no negativo: y = —3*.

1c) Si (a, b) estd en la grafica de y = 3* entonces b = 3¢
Evaluando —a en y = —3*se tiene que y = -39 =-3%=-p = (—q, —b) estd en la grafica de y = -3™.

2a) f(x) = 5% f(x) = 5 2b) f,(x) = 47, f,(x) = 47 + 1
2) f,(x) = 25 f,(x) = 2°— 1 2d) f,(x) = =27, f,(x) = =270 ) = =7ty

3a) fl(x) =2%-3 -2, La grafica se obtiene después de trasladar la de y = 2%, 3 unidades a la derechay 2
unidades hacia abajo.

Interceptos con los ejes:

Ejey:f,(0)=2°3-2=273-2 =%— 2= —1‘75, el intercepto es (O, —%5). Va4
Ejex:2°3-2=0=>2""3=2=x-3=1= x =4, el intercepto es (4, 0). 3
2
y=fx
Dominio y rango: Dy, = R, Ry, =]-2, oo[. 3

€ ?X
.y . 1 O 1 2 3 4
La funcidn es creciente: L

Sib<centoncesb—-3<c—-3=220"3<2¢" 332032« c-3_)

= f(b) < flc). 2
Asintotas de la funcion: y = -2. A

3b) f(x) =31 + 4. La grafica se obtiene después de trasladar la de y = 3%, 1 unidad a la izquierda y
4 unidades hacia abajo.
Interceptos con los ejes Yh=Fw

. 13
Eje y: (O, 3).
Ejex:3*"1+4=0=3*"1=-4, por lo tanto, no tiene.

Dominio y rango: Dy, = R, Ry, = ]4, oo[.

BN W B/ N

La funcion es decreciente.

N
W
K

3-2-10 1 2 3
Asintotas de la funcién: y = 4.
@ Sugerencia Metodoldgica



3c) flx) =5™*2 + 2. La grafica se obtiene después de  3d) f(x) =41 — 1. La gréfica se obtiene después de

trasladar la de y =57, 2 unidades a la derechay 2 trasladar la de y =—4*, 1 unidad a la derecha y
unidades hacia arriba. una unidad hacia abajo.
Interceptos con los ejes Interceptos con los ejes
Eje y: (0, 27). Eje y: (o, —%)
Eje x: no tiene. Eje x: no tiene.
Dominio y rango: A Dominio y rango: T
Dy, =R, Ry, = ]2, oo]. 5[y =7|(x) Dr, = R, 2 3 2 1 o 1 ¥
20 Rf, = ]— o0, —-1[. T
La funcidn es decreciente. 15| =)
ol La funcion es 3 '
Asintotas de la funcidn: decreciente. AERC)
y=2. i
e e T Asm’Fc’)tas de la -5
|, funcion: y =-1. ,

4a)2%1=32  4b)3 == 4¢)4*3=1 4d)25x+3=% de) 7-4=49  4f) 16°°3 = 8=-1

23x-1_ 95 3-2u+3 = ;za 43%-3 = 40 (52)3*-1=571 7224 = 72 (243 = (23)>-1
3x-1=5 -2x+3=-3 3x-3=0 56¢-2 = 51 —2x—-4=2 28012 = w3
3x=6 -2x=-6 3x=3 bx—-2=-1 -2x=6 4x—-12=6x-3
x=2 x=3 x=1 6x=1 x=-3 -2x=9
1 _ 9
x=€ x'_f
5a) 9" -4(3*)+3=0,y=3" 5b) 6% —-5(6*)-6=0,y = 6"
=9"-4(3%)+3=y’-4y+3=(y-3)(y-1)=0 = 6%-5(6")-6=y*-5y—-6=(y—-6)(y+1)=0
=>y-3=00y-1=0 >y-6=00y+1=0
>y=3o0y=1 >y=6o0oy=-1
=>Si3*=3=>x=1. =>Si6=6>x=1.
=Si3*=1=>x=0. = Si 6" =—1 no tiene solucidn.
Por lo tanto, las soluciones son x =1, x = 0. Por lo tanto, la solucién es x = 1.

5c) 33— 4(3**1) +1=0, y = 3
= 3%+3 - 4(37+1) + 1= 27(3%) — 12(3) + 1= 27y - 12y + 1 = (3y — 1)(9y — 1)
=>3y—-1=009y-1=0
Lyolgyol
y_goy_g
= Si 3x=§=> 3v=31= p=—1.
= Si 3x=§=> 3v=320 x= 2.

Por lo tanto, las soluciones son x =-1, x = -2.

@
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2.9 Problemas de la unidad

1. Simplifica las siguientes expresiones:

-2\3 4\2 2 4\-271-1 —4 -3 —AX 8
a)(a )3>_<5(3) b)[z"(f)] () 254x5 d)3 46

2 5 2

2.Enlos S|gU|er?tes literales se tienen dos nimeros reales, ..\ que a < b= 3@ < ¥, con n ente-
establece cual es el mayor de ellos. ro positivo, y el exponente racional para escribir las

a)\/iyili b) \/§y4\/§ c) %/nylg d) 4y% ;’al’ces Eon Tdifze comL’mA, parajﬁyjﬁzz
N2=2°=2"=X2" y V2=3"=2"=N2°

3. En los siguientes literales determina cual de los dos nimeros reales es el mayor de ellos:

a)\2yia b) Vg y V16 c){125y+v5 d) \/2—T7 Yy 3\/8—T1 Escribe cada radicando como una potencia

4. Efectia el producto (V3 —3/48 + 2)(v3 + V48 + 2).

5. Racionaliza el denominador de la fraccion G realizando los siguientes pasos:
3
a) Escribe 33 como una potencia.
.z 3 . .z .
b) Resuelve la ecuacion 33x = 3, escribe la solucién como una potencia.

2 _x . . .
c) Efectua [BXyoconx la solucién del literal anterior.

6. Racionaliza el denominador de las siguientes fracciones.

6 4 10
a) — b) — c) —
7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 24x—2=8x+1 b) 33x=272x+3 C) 2—x=\/§
d) 2" x 47 =128 e) 9 —4(3*1) +27=0 f)4=—27+244=0
g) (4 3)(6"*1)(3* %)=6 h) 12x-2=2%-4 i)—3*-9(3%) +10=0
8. Justifica las siguientes afirmaciones:
a) \5 y 425 representan el mismo nimero.
b) Las graficas de y = 2*y y =—2" no se intersecan en ningun punto.
c)y =2*yy = 4% se intersectan en un solo punto.
9. Grafica las siguientes funciones.
a) flx)=2v+27 b) flx) =27 -2
10. Determina para cada funcién del problema anterior lo que se pide:
a) Dominio y rango b) Los intervalos donde es creciente o decreciente

J

@

_/
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Indicador de logro:

2.9 Resuelve problemas utilizando propiedades de los exponentes y funciones exponenciales.

Solucién de problemas:

2)3

3% _
37

la) =37

1 1 2
2a)V2 =27 y2 =252 =2 =8P y2 = 2¢ =22
Asi, ya que 22 < 23 =322 < V23 =32 < 2.

1
2c)V12=12°y\6 =

2 3
V12 =125 =%122 =144 y V6 = 6° = 6> =216
Asi, ya que 144 < 216 =144 <216 = {12 < 6.

1b) [22x(z4 ] _ s

6

3a)V2 =2ty 4 =322=25

Asi,yaque2>1

1_2
y;<3°

3C)W—4/_3—5%y\/_-5%

Asi,yaque5>1

4.Seay=\/§+2

y <

1 2
22< 2 542 <34,

:52 <575 < 4125

254 x 573

-6
= =5

1c)

34><6

1d)

64

2b)V3=32y{5=5'2+3=3"=432=49y 5

Asi,yaque 5 < 9= 135 <3945 <+3.

2d) 4 = 41y 68 = 68°

3
=>4=24=8°=64 y68
Asi, ya que 64 < 68 = 64 <69 = 4 <68 .

3 4

3b) V8 = V22 =27y 16 = 2" = 2°
3 4

Asi,yaque2>1y%<%=>24<25=>4\/8 </16.

1_ 1 _\33= -3 3\/1_3\/1_3 I _ a3
3d)\/;‘\/;‘\/3_‘32y 51 =Nz =V3*=37

Asi,ya que 3> 1y—§<—i=>3_%<3_%=>\/1<3\/1
! 2 3 27 81’

= (V3-48 +2)(V3 + V48 + 2) = (y - 48)(y + V48) = y? =48 = y2 =22 x 22 x 3 = y2 — 443

Calculando y? =

5a)3 =3
3 H 32 3
5o Zxio2y3_2x3_ X3 2V
N3 xT 3T 35 33x38 3h+i 3
6 _6
6a ==
)=y
3 3 1-2 1
Luego 3sx=r====3 3=3}
go Vo = V9~ 3!
6 6 3 _ 6x3 _6V3 _ 3
= =3z T <3 T = =2V3
V9T 373 T 3ix3t 3 V3

7a) 24x—2 =8x+1
24x—2 = (23)x+1
24x—2 = 23x+3
4x—-2=3x+3
x=5
7e) 9* —

Sustituyendo se
Las soluciones s

7b) 3B = Q72x+3
x=-3

4(3%*1) +27=0,y=3"

tiene y? —
onx=1,x=2.

12y +27=0.

3

3
5b)V3x=3=x=-2===3 3=3
AE V33
3 5 A3
6b)4i=%=ilx%=4fzi=4\/2_=
V2 28 27 2% 2Ex 2% 2
6)—_ 10 _10 _10 gzloxz%
g A 2r o 28T 2ix 2
7¢) 27=42 7d) 22 x 4°
1
=_= X
r=73

7f) 4~

—2244=0,y=2"

_10%2

128
6

Sustituyendo se tiene y*—4y + 4 =0.
Las solucion es x =—1.

272

(V3+2)2=7+4V3> (V3-348 +2)(V3 +348 +2) =y? - 4\3=7 + 43 - 43 =7.

12
1 3

=532



78) (467 (3%) =6 7h) 12372 = 2%-4 7i) -3 - 9(3%) + 10,y = 3*

[(22](6°")(3) = 6 [(29(3)]2 = 2%+ ~y-9y™+10=0
(22+%)(6**1)(3>*%) =6 [(22)*7%](3*72) = 2%*~4 Se tieneque y 20
(659)(67%) = 6 (274)(372) = 22 = y(-y =9y +10) =(0)
6%-5=6 3v-2-1 =y?+9yy*-10y= 0
3x-5=1 x=2 =y*-10y+9=0
x=2 Por lo tanto, la solucidnesx=2. = (y-9)(y—1)=0=>y=90y=1
Por lo tanto, la solucién es x = 2. =>3*=903*=1=>x=20x=0.
Por lo tanto, la soluciones son
x=2,x=0.

2 1
82) {25 = 57=5'=5'=5

8b)y =2y y=-2%
Si tienen un punto en comun (a, d)
=>b=2yb=-29=22b=2-2=0= b=0= 2%=0, pero esto no es posible para ninglin nimero real a.

8c) Si tienen un punto en comun (a, b)
=>b=29yb=4=229=4=2=(2)*=22=2¥=>qg=2a=>a=0=b=1.
El Unico punto en comun es (0, 1).

9a)| x | -2 -1 0 1 2 |9) | x| -2 -1 0 1 2
flx)| 4.25 2.5 2 25 | 4.25 flx)| =3.75 | -1.5 0 1.5 3.75
y;
DA 3
! y=1x) 2
3
! y=1)
f 2 1 1 2 X
! =1
2 -1 0 1 2 1* =2
’ -3

Utilizando los resultados de los problemas 4 y
5 se puede deducir que esta funcion alcanza su

minimo valor en x = 0.
Una vez estén bien trazadas las gréficas de

las funciones del problema 9 se puede es-
tablecer la montonia graficamente. Para la

10a) Graficamente funcién f(x) = 2*— 2 también se puede es-
La funciodn f(x) = 2* + 27, tiene dominio R y rango [2, +o|. tablecer con un proceso similar al desarro-
La funcion f(x) = 2*— 27, tiene dominio R y rango R. llado en el problema 4 de la clase 2.3.

10b) La funcidn f(x) = 2* + 2~ es creciente en el intervalo [0, +oo[ y decreciente en el intervalo ]—oo, 0].
La funcion f(x) = 2*— 2~ es creciente en R.
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Prueba de la unidad 4. Funciones trascendentales |

Matematica, segundo ano de bachillerato
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ |masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 45
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Efectda las siguientes operaciones de potencias y expresa tu respuesta con exponente positivo.

a) (=5)7 % (-5)7 b) 2° + 42 c) (3%

2. Realiza las siguientes operaciones y simplifica la respuesta a la minima expresién.

a) (V8 +V2)V12 -3)

Respuesta:

b) {27 %9 x¥/3

Respuesta:




3. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.

a) 9—x+1 = 3x+11

Respuesta:

2x—3_l
b) 4%-3= 2

Respuesta:

c) 22*2-15(2)-4=0

Respuesta:




4. Dada la funcidn f(x) = 2*=3 + 2, se pide:

a) Graficar la funcion. b) Determinar el dominio y rango de la funcion.
c) éLa funcidn es creciente o decreciente? d) ¢Cual es la asintota de la funcion?
a) y
1 (" Respuestas: A
7 b) Df: Rf:
6
5
4 C)
3
2
1
d)
= 2 a1 o 12 3 4 35 %
\ Y,
y y=3
5. Grafica la funcién f(x) = -3~ + 1 a partir de la funcion f,(x) = 3~ .
8
7
6
5
4
3
2




Descripcion de la prueba:

Esta prueba se desarrollard en 45 minutos y consta de 13 items, tomando cada literal como un item. Se
indica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna punto parcial al desarrollar el problema
hasta donde esta el asterisco (*).
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Prueba del segundo periodo

Matematica, segundo aio de bachillerato
Nombre:

Centro escolar:

Fecha: Seccion: Sexo:[ |masculino /[ |femenino

Indicaciones: Resuelve cada item planteado dejando constancia de tus procedimientos, la prueba es a
cuaderno y libro cerrados. No se permite el uso de calculadora. Para realizar la prueba dispones de 90
minutos. Escribe tu respuesta en el recuadro correspondiente.

1. Determina la ecuacion de la circunferencia a partir del siguiente grafico.

T2 X
Respuesta: -1
2. Determina la ecuacidn de la recta tangente a la circunferencia.
a) x* +y*=25%en el punto P(24, -7). b) (x—4)*>+ (y—2)*= 25 en el punto P(0, 5).

Respuesta: Respuesta:

3. Determina los puntos de interseccion de las graficas determinadas por las ecuaciones.
x*+(y—-1)*=13;2x+3y=3

Respuesta:




4. Escribe la ecuacion de la elipse que tiene focos F (=5, 0) y F.(5, 0) y vértices (-7, 0) y (7, 0).

Respuesta:
5. Escribe la ecuacion general de la elipse trazada en el plano cartesiano. y
N
5
4
3 ®
Respuesta: ) C
1
S oo 123 4 56X

6. Determina la ecuacion de la hipérbola a partir del siguiente grafico. Los focos son los puntos F, y F, y los

vértices A, Y A,.
Yy
4
4
3
2
F \A ! AYF
1 1 2f 12 -
N 5 h-3 21 0101 7 3 B 7 X Respuesta:
-2
-3
-4
v

7. Determina la ecuacién de las asintotas de la hipérbola que tiene ecuacion general
4x>—-9y*—8x— 18y —41=0.

Respuesta:
8. Simplifica las siguientes expresiones.
a) 222 b) (/5 ~3)(/25 + 115 +9)




Sl
ﬁx

Respuesta: Respuesta:

9. Determina la ecuacion de las funciones graficadas que se piden a partir de f(x) = 2*.

y a) f,(x)

Il 7y = flx)
‘Z b) £,(x)
il 7/ ) fy(x)

— ) x ("Respuesta: N
T -3 -2 -1 0 1 3 ? _
L y 3f,) a) f,(x)
b) £,(x) =
m 0) fylx) =
~ Y

10. Se construye una torre en forma de hiperboloide, el didmetro de la parte mas alta de la torre es 3V5m y
se ubica a 21 m de altura, y el didmetro mas pequeno es de 3 my se ubica a 12 m de altura. Determina
el didmetro de la base de la torre.

HD 21m

12 m

Respuesta:




11. En un experimento se tiene un dispositivo de forma circular de radio 1 m, que gira en sentido contrario
a las agujas del reloj. En el borde de este se colocé un objeto y en determinado momento se solté en un
punto (a, b) de la circunferencia. Determina el punto (a, b) si al soltarse el objeto se desplazé sobre la

recta tangente en el punto (a, b) y se detuvo en el punto (-5, 5).
y

4

/] N
i \J\ i

Respuesta:

12. Una fabrica disefia una botella que estd compuesta por dos partes cilindricas y una con forma de semi-
elipsoide que ha sido cortada para colocar la boquilla. Para determinar la cantidad de material a utilizar
se necesita la ecuacién del elipsoide. Determine dicha ecuacién en la forma candnica si la boquilla tiene
un didmetro de 3 cmy la parte mas ancha de la botella tiene 6 cm. Utiliza la siguiente figura.

(o)}

cm

Respuesta:

13. Resuelve la ecuaciéon 6% —9(2%) — 3* = -9,

Respuesta:

2 2 2 2
14. Determina todos los puntos de interseccion entre la elipse % + y? =1y la hipérbola x? - y? =1.

Respuesta:




Descripcion de la prueba:

La prueba consta de 20 items, tomando cada literal como un item, 15 son de conocimiento, 3 de aplicacién

y 2 de razonamiento. Se indica la respuesta correcta de cada item en el recuadro y se asigna punto parcial
al desarrollar el problema donde esta el asterisco (*).
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Area F= i’

La figura esta formada por 4 tridngulos de cada color, entonces se tiene que:

; 1,1 .1 1
AreaF=4T1+4T2+4T3+4T4=4(T1+T2+T3+T4)=4(3 toit ot ?)
. : . < 2°-1 15
Entonces del contenido de sucesiones geométricas: Area F'=4 ( 7= o
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