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Preliminares

1.1. Reseña Histórica

La teoŕıa de la probabilidad desde sus oŕıgenes está vinculada con los juegos de azar. La presencia del
astrágalo (hueso de ciertos animales: oveja, ciervo, caballo, etc.) en las excavaciones arqueológicas
más antiguas, parece confirmar que los juegos de azar tienen una antigüedad de más de 40,000
años. La utilización del astrágalo en culturas más “recientes”, ha sido ampliamente documentada.
Existen en las pirámides de Egipto pinturas que muestran juegos de azar que datan del año 3.500
a. C. y Herodoto, historiador griego nacido en el año 484 a. de J.C., se refiere a la popularidad y
difusión en su época de los juegos de azar, especialmente la tirada de astrágalos y dados. Los dados
más antiguos se remontan a unos 3000 años antes de Cristo y se utilizaron en el juego como en
ceremonias religiosas.

La teoŕıa de probabilidad inicia en los comienzos del siglo XVI, con las interpretaciones de los
resultados de experimentos aleatorios sencillos por parte de matemáticos italianos. Los más repre-
sentativos serán:

1. Girolamo Cardano (1501-1576), cuya obra, Liber de ludo aleae, puede ser el primer tratado
serio de probabilidad. En éste resuelve varios problemas de análisis combinatorio. Establece
la equiprobabilidad en la aparición de las caras de un dado a largo plazo.

2. Galileo Galilei (1564-1642). Un aspecto poco conocido de la obra de Galileo Galilei es el
referido a la teoŕıa de la probabilidad. Entre sus contribuciones se destaca Sopra le scoperte
dei dadi, escrito presumiblemente entre 1613 y 1623 y publicado junto con el resto de su obra
sobre probabilidades en 1718 bajo el t́ıtulo Considerazioni sopra il gioco dei dadi. Este trabajo
está dedicado al tratamiento de la siguiente cuestión: Si al arrojar tres dados las sumas 9 y
10 pueden ser obtenidas sólo de seis formas distintas. ¿Por qué los jugadores consideran al
resultado 10 como más ventajoso que el resultado 9?

Sin embargo, la búsqueda de una definición completamente aceptable duró cerca de tres siglos y
fue caracterizada por un gran número de controversias. No fue sino hasta el año 1933 cuando Kol-
mogorov propuso construir una teoŕıa de la probabilidad totalmente rigurosa basada en axiomas
fundamentales. La construcción axiomática de lateoŕıa de la probabilidad procede de las propieda-
des fundamentales de la probabilidad observadas en los ejemplos que ilustran las definiciones clásica
y frecuentista. Aśı, la definición axiomática establecida por el matemático ruso Andrei Kolmogorov,
quien consideró la relación entre la frecuencia relativa de un suceso y su probabilidad cuando el
número de veces que se realiza el experimento es muy grande, incluye como casos particulares las
definiciones clásica y frecuentista, y supera las carencias de ambas.
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Para introducirnos al campo de la probabilidad es necesario comprender algunos conceptos funda-
mentales de las probabilidades, aśı como también, algunos conceptos de la teoŕıa de conjuntos.

1.2. Experimento aleatorio y determinista

Un experimento cient́ıfico es un proceso que permite obtener información de interés acerca de un
fenómeno. Dentro de los experimentos cient́ıficos hay algunos cuyo desarrollo es previsible con cer-
tidumbre, y sus resultados están perfectamente determinados una vez fijadas las condiciones del
mismo. Este tipo de experimento se llama experimento determińıstico. Frente a estos experimentos,
aparecen los que pueden realizarse en un contexto de incertidumbre. Este otro tipo de experimento
se llama experimento no determińıstico o experimento aleatorio o experimento estocástico. La pro-
babilidad ofrece conceptos y métodos para tratar la incertidumbre e interpretar predicciones hechas
sin certeza. Se dice que la probabilidad es la teoŕıa que organiza el mundo de los fenómenos aleatorios.

Ejemplo 1.2.1. Supongamos que disponemos de un dado regular con todas las caras pintadas de
azul, con un número del 1 al 6 en cada cara, sin repetir ninguno. Definamos los dos experimentos
siguientes:

1. Experimento 1: Tirar el dado y anotar el color de la cara resultante.

2. Experimento 2: Tirar dos monedas cuatro veces y anotar el número de veces que cae cara.

¿Qué diferencias se observan en ambos experimentos?
En el experimento 1, es posible predecir el resultado, dado que siempre saldrá una cara de color azul.
Este se llama experimento determinista. Mientrás que en el experimento 2, no es posible predecir
cuál será el valor resultante. Este se trata de un experimento o fenómeno aleatorio.

A partir de este ejemplo definiremos que:

Definición 1.2.1. Un experimento es determińıstico, cuando el resultado de la observación es
determinado en forma precisa por las condiciones bajo las cuales se realiza dicho experimento.

Definición 1.2.2. Un experimento es aleatorio o no determińıstico, cuando el resultado de la
observación no se puede predecir con exactitud antes de realizar el experimento.

Veamos otros ejemplos:

Ejemplo 1.2.2. La siguiente lista son ejemplos de experimentos determińısticos.

1. Observar la paridad de la suma de dos números naturales impares.

2. Observar el color de una bola extráıda de una urna que contiene sólo bolas negras.

3. Observar que después del d́ıa sigue la noche.

4. Calcular la velocidad media de un veh́ıculo cuando se desplaza cierta distancia d durante un
intervalo de tiempo t.

Ejemplo 1.2.3. La siguiente lista son ejemplos de experimentos aleatorios.
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1. Lanzar un dado 10 veces y observar el número que aparece en la cara superior. ¿Cuántas veces
saldrá el número 6?

2. Lanzar una moneda 8 veces y observar la sucesión de caras y águilas.

3. Extraer con o sin reemplazamiento bolas de una urna que contiene 5 bolas blancas y 7 negras.

4. Elegir un presidente de un grupo de 60 personas.

5. Observar el marcador final de un juego de fútbol.

6. Observar el tiempo de vida de una licuadora.

Los experimentos aleatorios deben cumplir con ciertas caracteŕısticas que se deben de tomar en
cuenta al momento de clasificarlos.

Caraterización de un experimento aleatorio
Las condiciones de un experimento no determinan un resultado particular, sino su probabilidad de
ocurrencia dentro de un conjunto de resultados posibles. Algunas propiedades que caracterizan los
fenómenos aleatorios son:

1. En las mismas condiciones iniciales, cada experiencia pueden dar lugar a diferentes resultados
finales. Hay una variedad de resultados posibles.

2. Todos los resultados posibles del experiemento se conocen por anticipado.

3. No se puede predecir el resultado en cada experimento particular. El azar produce indetermi-
nación.

4. En general, puede repetirse en las mismas condiciones indefinidamente.

5. La frecuencia de aparición de los diferentes resultados tienden a regularizarse al aumentar
el número de repeticiones. El resultado real de una experiencia depende de influencias no
controlables, pero presenta regularidades.

La Teoŕıa de la Probabilidad es la parte de la Matemática que tiene por objeto de estudio los
fenómenos, experiencias o experimentos aleatorios, es decir, experiencias cuyo resultado depende
del azar. Los fenómenos aleatorios están presentes en nuestro entorno:

1. En el lenguaje ordinario, en conversaciones, en los medios de comunicación, encontramos
con frecuencia referencias al azar: casual, eventual, previsible, ocasional, etc., o expresiones
coloquiales como ”sin intención”, ”por chiripa”, ”sin querer”, entre otras.

2. En el mundo biológico: caracteŕısticas heredadas en el nacimiento, sexo, color de pelo, etc.;
estatura, número de pulsaciones por minuto, recuento de hematies, dependen incluso del mo-
mento en que son medidas.

3. En el mundo f́ısico: fenómenos metereológicos; la medida de magnitudes: cuando medimos
tiempo, longitudes, etc. cometemos errores aleatorios. Uno de los problemas que se puede
plantear es la estimación del error del instrumento y asignar una estimación lo más precisa
posible a la medida.
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4. En el mundo social: número de hijos de una familia, edad de los padres al contraer matrimonio,
el tipo de trabajo, el juego de la LNB, el tiempo que tenemos que hacer cola para comprar un
boleto, etc.

1.3. Espacio muestral

Definición 1.3.1 (Espacio Muestral). Es el conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento aleatorio. Se denota por Ω aunque también suele denotarse por la letra S (la letra s
viene de la primera letra de la palabra space, espacio en inglés):

Ω = {ω/ω es el resultado part́ıcular simple de la realización de un fenómeno aleatorio}.

Y este puede ser Finito, Infinito numerable, Infinito no numerable. Los elementos de Ω se denominan
sucesos elementales.

Ejemplo 1.3.1. Si el experimento aleatorio consiste en el lanzamiento de una moneda y ver que
sale. Tendremos como posibles resultados: cara y número. Por lo cual Ω = {cara, número}

Ejemplo 1.3.2. Consideremos el lanzamiento de dos monedas. Queremos saber cuales seŕıan los
posibles resultados de este experimento aleatorio. La siguiente figura muestra que existen cuatro
formas diferentes en que podŕıan caer las monedas, decimos que cada una es un resultado diferente
del lanzamiento de las monedas.

Si definimos como C:cara, A:águila, entonces el espacio muestral es Ω = {CA,CC,AC,AA}.

Ejemplo 1.3.3. Si el experimento aleatorio consiste en lanzar un dado honesto (no cargado) y
observar el número que aparece en la cara superior, sabemos que los resultados posibles son los
números marcados en cada una de las caras del dado, es decir: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Por lo que

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ejemplo 1.3.4. En el experimento que consiste en seleccionar dos componentes y clasificarlos
conforme a cumplir o no los requerimientos para ser aceptados. Un resultado es que el primero sea
aceptable, y el segundo, no; esto lo denotaremos como AN . De esta manera tenemos

Ω = {AA,AN,NA,NN}

Ejemplo 1.3.5. Supongamos que en un lote de 15 art́ıculos hay 9 defectuosos. Se seleciona un
art́ıculo al azar uno despúes del otro (sin reemplazo) hasta obtener el último art́ıculo defectuoso.
Luego se cuenta el número total de art́ıculos sacados de dicho lote. Entonces el espacio muestral
queda determinado por:
Ω = {9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}
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Ejemplo 1.3.6. Una persona desea contar el número de camiones que pasan por la frontera El Poy
durante un d́ıa determinado. Entonces el Espacio muestral asociado a este experimento es:
Ω = {0, 1, 2, 3, 4, 5, ...}

Tipos de espacios muestrales asociados a un experimento aleatorio.

1. Espacio muestral finito: Se da cuando Ω está formado por un número finito de elementos.
Ejemplos: el lanzamiento de un dado o de una moneda.

2. Espacio muestral infinito numerable: A priori un experimento de este tipo puede dar lugar a
un conjunto infinito de eventualidades. Ejemplo: Lanzar una moneda hasta obtener cara por
primera vez: C,FC, FFC,FFFC, . . . , FFFFF . . . FC, . . . . El espacio muestral Ω deberá con-
tener como elementos todas aquellas sucesiones finitas de la forma FF . . . FC.

3. Espacio muestral continuo: Cuando los elementos del experimento aleatorio pueden ser cual-
quier valor dentro de un intervalo o región. Ejemplo: el desplazamiento de una part́ıcula en
un plano y supongamos que estamos interesados en la posición que ocupa dicha part́ıcula en
el plano, este caso Ω es todo el plano y por tanto continuo.

Obsérvese que asociados a un mismo experimento aleatorio pueden considerarse diferentes espacios
muestrales. Aśı, por ejemplo, en el ejemplo mencionado antes del lanzamiento de un dado, se pueden
considerar los espacios muestrales siguientes:

Ω1 = {par, impar}

Ω2 = {“menor que 3”, “mayor o igual que 3”}

1.4. Evento o suceso

Definición 1.4.1 (Evento o suceso). Un evento o suceso es cualquier subconjunto del espacio
muestral. Es decir, A es un suceso si A ⊆ Ω. Al realizar un experimento aleatorio se dice que se ha
verificado el suceso A, si el resultado obtenido pertenece a A, es decir, el resultado obtenido es uno
de los elementos de A.

Definición 1.4.2. Los elementos de Ω se llaman eventos o sucesos elementales, es decir, los sucesos
elementales son cada uno de los resultados posibles del experimento aleatorio. Representaremos los
eventos con mayúsculas.

Ejemplo 1.4.1. Cuando se realiza el experimento aleatorio lanzar un dado y ver el número en la
cara superior. Un suceso elemental A, es: “se observa un 2”.

Ejemplo 1.4.2. De la aplicación de una encuesta en una empresa, se sabe que el 40 % de los
obreros son mujeres y que el 20 % de todas las obreras han iniciado estudios medios. Son eventos
los siguientes: A: “escoger una mujer” y B: “haber iniciado estudios medios”.

Ejemplo 1.4.3. Si el experimento consiste en el conteo del número de bacterias en una porción de
comida, algunos eventos de interés podŕıan ser: A: “contiene 100 bacterias”, B: “contiene más de
200 bacterias” y C: “contiene entre 100 y 300 bactaerias”.
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Ejemplo 1.4.4. En el ejemplo 1.3.3 el espacio muestral asociado al experimento en cuestión es:

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Ahora definiremos los siguientes eventos:

A:=“Observar un número par”, entonces A = {2, 4, 6}

B:=“Observar un número menor a 3”, entonces B = {1, 2}

C:=“Observar un número múltiplo de 2”, entonces B = {2, 4, 6}

D:=“Observar un número mayor que 6”, entonces D = ∅ = {}, es decir un evento imposible.

E:=“Observar el número 5”, entonces E = {5} a éste se le llama evento simple

Definición 1.4.3. Evento simple: Si contiene solo un punto del espacio muestral y se denota por
ω.

Definición 1.4.4. Evento Compuesto: Es la unión de dos o más eventos simples.

Ejemplo 1.4.5. Tres jóvenes Alberto, Baltasar y Carlos, están participando en una competencia
de matemática. Los premios solamente son otorgados a los que terminen en el primero y segundo
lugar.

1. Listar los elementos del espacio muestral correspondiente al experimento “Elegir dos ganado-
res”.

2. Escribir como subconjunto, los eventos:

X:=“Alberto gana la competencia”.

Y:=“Baltasar gana el segundo lugar”.

Z:=“Alberto y Carlos ganan los premios”.

Solución:
a)El espacio muestral asociado a este experimento es:
Ω = {(A,B), (A,C), (B,A), (B,C), (C,A), (C,B)} en donde A:Alberto, B:Baltasar, C:Carlos
b)Los eventos son:

X = {(A,B), (A,C)}.

Y = {(A,B), (C,A)}.

Z = {(C,A), (A,C)}

Ejemplo 1.4.6. Un experimento consite en lanzar 2 dados y observar los números que aparecen
en las caras superiores.

a) Listar los elementos del espacio muestral.

b) Listar los elementos del evento “La suma de los números es 7”.
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c) Listar los elementos del evento “La suma de los números es 12”.

d) Listar los elementos del evento “El producto de los números es 20”.

e) Listar los elementos del evento “La suma de los números es divisible por 7”.

Solución:

a) El espacio muestral asociado a este experimento es:

Ω =



(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)

(6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)


Los eventos pedidos son:

b) Sea A:=“La suma de los números es 7”, entonces A = {(1, 6), (6, 1), (5, 2), (2, 5), (4, 3), (3, 4)}

c) Sea B=:“La suma de los números es 12”, entonces B = {(6, 6)}

d) Sea C:= “El producto de los números es 20”, entonces C = {(5, 4), (4, 5)}

e) Sea C:=“La suma de los números es divisible por 7”, entonces C = {(1, 6), (6, 1), (3, 4), (4, 3), (2, 5), (5, 2)}

1.4.1. Casos especiales

1. Un suceso o evento seguro: Es un evento que siempre ocurre. Por ejemplo, en el lanzamiento
de un dado, un suceso seguro es “en la cara superior aparecerá uno de los números: 1, 2, 3, 4,
5, 6”.

2. Suceso o evento imposible: Es aquel que indefectiblemente no ocurrirá, se denomina conjunto
vaćıo, ∅. Por ejemplo, esperar un 7 en la cara superior cuando se lanza un dado.

3. Eventos igualmente probables: Todos tienen la misma probabilidad de ocurrir (equiprobables).
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Definición 1.4.5. Al conjunto de todos los sucesos de un experimento aleatorio lo denotaremos
por A. Si Ω tiene un número finito, n, de elementos, el número de sucesos de Ω es 2n, es decir,
A = P(Ω).

Por ejemplo, si el experimento aleatorio consiste en lanzar un dado y observar el número que aparece
en la cara superior, sabemos que Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y, por lo tanto, |A| = 26 = 64. Si el experimento
aleatorio consiste en el lanzamiento de una moneda y ver que sale, sabemos que Ω = {cara, número}
y, por lo tanto, |A| = 22 = 4 y A = {∅,Ω, {cara}, {número}}.

1.4.2. Operaciones con eventos

Usando las operaciones entre conjuntos se pueden formar eventos. Estos eventos serán subconjuntos
del mismo espacio muestral de los eventos dados.

Definición 1.4.6. Unión de eventos: Sean A y B dos eventos cualesquiera de un experimento
aleatorio. La unión de estos eventos denotados por A ∪ B, es el evento si ocurre A o ocurre B o
ocurren ambos.Los elementos de A ∪B pueden listarse mediante la regla (ver figura 1.1(a)):

A ∪B = {ω ∈ Ω/ω ∈ A o ω ∈ B}

Definición 1.4.7. Intersección de eventos: Sean A y B dos eventos cualesquiera de un expe-
rimento aleatorio. La intersección de estos eventos A y B denotados por A ∩ B, es el evento que
contiene todos los resultados que pertenecen a A y B simultáneamente. Los elementos de A ∩ B
pueden listarse mediante la regla (ver Figura 1.1(b)):

A ∩B = {ω ∈ Ω/ω ∈ A y ω ∈ B}

Definición 1.4.8. Complemento de un evento: El complemento de un evento A con respecto
al espacio muestral Ω, es el evento que no ocurre A. Lo representaremos por (ver Figura 1.1(c)):

Ac = A = {ω ∈ Ω/ω 6∈ A}

Definición 1.4.9. Eventos mutuamente excluyentes: Sean A y B dos eventos de un experi-
mento aleatorio, se dice que estos eventos son mutuamente excluyentes (disjuntos) si no pueden
ocurrir juntos, esto es (ver Figura 1.1(d)):

A ∩B = ∅

Ejemplo 1.4.7. Volviendo al ejemplo del dado honesto, dado los eventos:
A:=“Observar un número par”
B:=“Observar un número mayor o igual a 4”
Liste los elementos de:
a) A ∪B
b) A ∪B
Solución:
a)Como habiamos definido Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} los resultados para los eventos son:
A = {2, 4, 6}, B = {4, 5, 6}
Entonces la unión de estos eventos es:
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Figura 1.1: Diagramas de Eventos

A ∪B = { El número que resulta es par o es mayor o igual a 4 }
A ∪B = {2, 4, 5, 6}
b)La intersección de estos eventos es:
A ∩B = { El número que resulta es par y es mayor o igual a 4 }
A ∩B = {4, 6}

Ejemplo 1.4.8. En la familia Mart́ınez se encuentra 7 nietos, Andrés, Beatriz, Carlos y Daniel
practica baloncesto; a los que les gusta practicar natación son Fabricio, Gabriel, Héctor, nuevamente
Carlos y Daniel.¿Quiénes practican baloncesto y natación?
Solución:
Seaan los eventos:
B:=“Niños que practican baloncesto ”, entonces B = { Andrés, Beatriz, Carlos, Daniel }
N:=“Niños que practican natación”, entonces N = { Fabricio, Gabriel, Héctor, Carlos ,Daniel}
B ∩N = { Niños que practican baloncesto y natación }
B ∩N = { Carlos ,Daniel }

Ejemplo 1.4.9. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar un alumno de la Universidad de
El Salvador y observar la cantidad de años que lleva estudiando.
Sean los eventos.
S:=“El alumno seleccionado al azar tiene más de 7 años”
T:=“El alumno seleccionado tiene menos de 3 años”
Se puede observar que A

⋂
B = Ø,y consecuentemente los eventos son mutuamente excluyentes.

Ejemplo 1.4.10. Se realiza un experimento que consiste en seleccionar un alumno de la Universidad
de El Salvador. Sean los eventos:
L:=“El alumno seleccionado al azar le gusta el fútbol”. Entonces el evento que complementa a L es:
Lc:=“El alumno seleccionado no le gusta el fútbol”

1.4.3. Propiedades de las operaciones de los eventos

Dado los eventos A,B y C de un cierto experimento aleatorio, se verifican las siguientes propiedades
básicas de unión y la intersección de eventos:

1. A ∪B = B ∪A y A ∩B = B ∩A (Ley conmutativa)
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2. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C y A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C (Ley asociativa).

3. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) y A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (Ley distributiva).

4. (Ac)c = A (El complemento del complemento de A es igual a A).

5. Ω ∪A = Ω, ∅ ∪A = A, A ∪Ac = Ω,A ∪A = A

6. Ω ∩A = A, ∅ ∩A = ∅, A ∩Ac = ∅,A ∩A = A

7. (A ∪B)c = Ac ∩Bc y (A ∩B)c = Ac ∪Bc(Leyes de Morgan).

8. A = A ∩B ∪A ∩Bc

9. Si A ⊂ B, entonces A ∪B = B y A ∩B = A

1.4.4. Ejercicios

Ejercicio 1.4.1. Sea el fenómeno aleatorio consistente en lanzar tres dados y observar la suma de
las tres caras.

a) Construir el espacio muestral relativo a este experimento si los tres dados son idénticos.

b) Construir el espacio muestral si los tres dados son de colores distintos.

Ejercicio 1.4.2. El almacén X desea realizar la selección de tres televisores de un pedido y desea
observar si son o no defectuosos. Lista los posibles resultados que obtendrá el gerente del almacén.

Ejercicio 1.4.3. Consideremos el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos dados (no tru-
cados) y anotar la suma de los puntos de las caras superiores.

a) ¿Cuál es el espacio muestral?

b) Listar los puntos muéstrales en las cuales la suma de igual a 8.

c) Listar los puntos muéstrales en las cuales la suma menor o igual a 4.

d) Listar los puntos muéstrales en las cuales la suma mayor que 12.

e) Escriba la unión de estos dos sucesos, la intersección y la diferencia del 3º y el 1º

Ejercicio 1.4.4. Un estudiante responde al azar a tres preguntas de verdadero o falso. Escriba el
espacio muestral de este experimento aleatorio.

Ejercicio 1.4.5. Otro estudiante responde al azar a 6 preguntas del mismo tipo anterior.

a) Escriba el espacio muestral.

b) Escriba el suceso responder “falso” a una sola pregunta

c) Escriba el suceso responder “verdadero” al menos a 3 preguntas

Ejercicio 1.4.6. Un experimento consiste en lanzar un dado y después lanzar una moneda (se sabe
que tiene dos lados y le llamaremos cara y cruz) una vez, śı el número en el dado es par. Si el
número del dado es impar, la moneda se lanza dos veces.
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a) Obtener el espacio muestral

b) Liste los elementos que corresponden al evento A de que el dado salga un numero menor que 3

c) Liste los elementos que corresponden al evento B de que ocurran dos cruces

d) Liste los elementos que corresponde al evento, no ocurre A y no ocurre B e interprete ambos
eventos

e) Liste los elementos que corresponden al evento, no ocurre a pero si ocurre B e intérprete este
evento

f) Liste los elementos que corresponden al evento, ocurre A y ocurre B

Ejercicio 1.4.7. Sea el fenómeno aleatorio consistente en lanzar tres monedas al aire y observar
los resultados.

a) Construir el espacio muestral.

b) Representar mediante sucesos elementales los siguientes sucesos: A: “aparece al menos una cara”,
B: “aparece exactamente un número”, C: “aparecen todas caras o aparecen todas números” y
D: “la primera de las monedas es cara”.

c) Siendo A, B, C, D los sucesos del apartado anterior, representar los siguientes sucesos:A ∩ B,
A ∪ C, B ∩ C, Dc, A−B, A ∩B ∩ C, A ∪B ∪ C, (A ∪B)c.

d) Sea E: “aparecen todas números”, expresar Ec con palabras y representarlo mediante sucesos
elementales.

1.5. σ-álgebra de sucesos

Sea A una colección no vaćıa de subconjuntos del espacio muestral Ω. En principio, cualquier
elemento de A (es decir, cualquier subconjunto de Ω) tendrá cierta incertidumbre, por lo que
trataremos de asignarle un número que mida su incertidumbre, su probabilidad.

Las relaciones entre los sucesos son esencialmente de naturaleza lógica. A cada suceso le hacemos
corresponder una proposición (“el suceso considerado se realiza”). Y a las relaciones entre sucesos
corresponden relaciones lógicas entre proposiciones (conjunción, disyunción y negación). A conti-
nuación, presentamos una tabla con la traducción de diferentes términos en la lógica de sucesos y
su traducción en el lenguaje estándar de la Teoŕıa de Conjuntos.
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Suceso – Conjunto

Suceso Seguro – Ω

Suceso Imposible – ∅

Negación – Complementario

Conjunción – Intersección

Disyunción – Unión

Incompatibilidad – Intersección vaćıa

Implicación – Inclusión

Cuadro 1.1:

Por otra parte, al ser por definición los sucesos, conjuntos, al hablar de unión, intersección, dife-
rencia, complementario, etc., de sucesos no es más que hablar de unión, intersección, diferencia,
complementario, etc., de conjuntos. Por lo tanto, parece razonable “exigirle” a A que tenga una
estructura que cumpla que si está un suceso esté su complementario, y que si están contenidos dos
sucesos esté contenida su unión, intersección, diferencia, etc. De manera más precisa, A debe ser
cerrada respecto a determinada operaciones como la unión, la intersección, complemento, unión e
intersección numerable de sucesos. Se dice que A tiene una estructura axiomática “σ-álgebra” de
sucesos 1.

1Sean Ω un conjunto dado y A una colección no vaćıa de subconjuntos del espacio muestral Ω. Una clase A ⊂ P(Ω)
se dice que tiene estructura de σ-álgebra si y sólo si:

1. Ω ∈ A.

2. ∀A ∈ A se cumple que Ac ∈ A.

3. ∀ sucesión An ⊂ A se cumple que ∪An ∈ A.

Ejemplo 1.5.1. Sea Ω un espacio muestral asociados con un cierto experimento aleatorio. Son ejemplos de álgebra
de subconjuntos de Ω los siguientes conjuntos.
a)A1 = {∅,Ω}
a)A2 = {∅,Ω, A,Ac} para algún subconjunto A ⊂ Ω

Ejemplo 1.5.2. Consideremos el siguiente experimento aleatorio que consite en lanzar un dado que tiene 4 caras
rojas y 2 caras blancas. El espacio muestral asociado a este experimento es:
Ω = {R,B}, donde R: cara roja, B=cara blanca.
Sea A = {∅, {R}, {B}, {R,B}} una familia de subconjuntos de Ω. Entonces A es una álgebra de subconjuntos de Ω.

Ejemplo 1.5.3. Consideremos el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos monedas al aire. El espacio muestral
es:
Ω = {CA,CC,AC,AA}. Entonces son σ-álgebra) de subconjunto de Ω las siguientes clases de subconjuntos de Ω.

1. A = {∅,Ω}
2. A = {∅,Ω, {CC,CA}, {AC,AA}}
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Ejemplo 1.5.4. Los curŕıculos de dos aspirantes masculinos por el puesto de profesor de matemática
en una facultad se colocan en el mismo archivo que los curŕıculos de dos aspirantes mujeres. Hay dos
puestos disponibles y el primero, con el rango de profesor asistente, se cubre mediante la selección al
azar de 1 de los 4 aspirantes. El segundo puesto, con el rango de profesor titular, se cubre mediante
la selección aleatoria de uno de los 3 aspirantes restantes. Utilizando una notación adecuada para
denotar el evento utilizaremos la notación M1F2, que significa que el primer puesto se cubra con el
primer aspirante hombre y el segundo puesto se cubra después de la segunda aspirante mujer:

1. Liste los elementos del espacio muestral Ω.

2. Liste los elementos de Ω que corresponden al evento A de que el puesto de profesor asistente
se cubra con un aspirante hombre.

3. Liste los elementos de Ω que corresponden al evento B de que exactamente 1 de los 2 puestos
se cubra con un aspirante hombre;

4. Liste los elementos de Ω que corresponden al evento C de que ningún puesto se cubra con un
aspirante hombre;

5. Liste los elementos de Ω que corresponden al evento A ∩B.

6. Liste los elementos de Ω que corresponden al evento A ∪ C.

Solución.
Para iniciar la solución, uno de los conceptos básicos a tener en cuenta es la construcción del espacio
muestral, Ω, el cuál consistirá en obtener de todos los posibles resultados, es decir, quien ocupará el
puesto de asistente ya sea este hombre ó mujer y del igual modo los que ocupaŕıan el puesto de
profesor titular.

1. Como ya hemos denotado los elementos que conformaran nuestro conjunto diremos que nuestro
espacio muestral es

S = {M1M2,M1F1,M1F2,M2M1,M2F1,M2F2, F1M1, F1M2, F2F1, F2M1, F2M2, F2F1}

2. Aqúı buscaremos al sexo masculino que ocupaŕıa el puesto de asistente no importando el
segundo puesto de que sexo lo ocupará.

A = {M1M2,M1F1,M1F2,M2M1,M2F1,M2F2}

3. A = P (Ω) =



Ø {A,C} {C,A} {A,A}

{C,C} {CC,AC} {CC,AA} {CC,CA}

{CA,AC} {CA,AA} {CA,CA} {CC,CA,AC}

{CC,CA,AA} {CA,AC,AA} {CC,AC,AA} Ω


A este conjunto se le llama conjunto de partes de Ω. Esta clase de P (Ω) tiene 24 = 16 elementos (subconjuntos),
asi hay 16 eventos aleatorios asociados a este experimento.
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3. Analiza en el espacio muestral los elementos que cumplen con esta condición, su resultado
será:

B = {M1F1,M1F2,M2F1,M2F2, F1M1, F1M2, F2M1, F2M2}

4. Aqúı buscamos aquellos elementos en las cuales los puestos los ocupaŕıan solo mujeres, es
decir:

C = {F1F2, F2F1}

5. Este conjunto es precisamente la combinación de dos eventos simples y su enunciado se cons-
truye generando un enunciado que combine a ambos eventos, es decir:

A ∩B = {M1F1,M1F2,M1F1,M2F2}

6. La combinación de ambos enunciado obtendŕıamos “El conjunto de los elementos que ocupen
el primer puesto sea el de asistente o que ningún puesto sea ocupado por ningún hombre”, es
decir

A ∪ C = {M1M2,M1F1,M1F2,M2M1,M2F1,M2F2, F1F2, F2F1}

La relación entre eventos y el correspondiente espacio muestral se puede ilustrar en forma gráfica
utilizando diagramas de Venn, de la forma siguiente:

1. A ∩B = regiones 1 y 2

2. B ∩ C = regiones 1 y 3

3. A ∪B = regiones 1, 2, 3, 4, 6, 7

4. BC ∩A = regiones 4 y 7

5. A ∩B ∩ C = región 1

6. (A ∪B) ∩ CC = regiones 2, 6 y 7

Varios resultados se obtienen de las definiciones anteriores y que se pueden verificar de forma sencilla
empleando diagramas de Venn, dentro de ellos tenemos

1. A ∩ ∅ = ∅
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2. A ∪ ∅ = A

3. A ∪AC = Ω, donde Ω es el espacio muestral

4. A ∩AC = ∅

5. SC = ∅

6. ∅C = Ω

7. (AC)C = A

1.5.1. Ejercicios

Ejercicio 1.5.1. En una investigación con familias, se definen los siguientes sucesos:
H = La familia tiene hijos
R = La familia vive en sectores rurales.
M = El jefe de familia es mujer.
Escriba en forma algebraica los siguientes sucesos:

a) La familia no vive en sectores rurales.

b) La familia tiene hijos y vive en sectores rurales.

c) El jefe de familia es mujer, pero no tiene hijos.

d) La familia vive en sectores rurales o no tiene hijos.

e) La familia no tiene hijos y vive en sectores rurales.

f) El jefe de familia es mujer, dado que vive en sectores rurales.

Rc

H ∩R

M ∩Hc ó M −H

R ∪Hc

Hc ∩R ó R−H

M |R

Ejercicio 1.5.2. Sean A, B y C eventos. Hallar una expresión y dibuje el diagrama de Venn para
los sucesos siguientes:

a) Que ocurran A y B pero no C.

b) Solo ocurra A.

c) A ó B , pero no los dos.

d) Ninguno de los tres sucesos A, B y C.
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Ejercicio 1.5.3. Sean A, B y C eventos relativos al espacio muestral S. Con el uso de los diagramas
de Venn, sombrear las regiones que representan los siguientes eventos:

a) (A ∩B)C

b) (A ∪B)C

c) (A ∩B) ∪ C

Ejercicio 1.5.4. Sean A, B, C tres sucesos de un cierto experimento aleatorio. Hallar una expresión
y representar en un diagrama de Venn los siguientes sucesos:

a) Se verifica A y B pero no C.

b) Se verifica A solamente.

c) Se verifica exactamente uno de los tres sucesos.

d) Se verifican por lo menos dos de los tres sucesos.

e) No se verifica ninguno de los tres sucesos.

f) Se verifica A o B, pero no C.

g) Al menos uno de los sucesos A, B, C se verifica.

h) No más de dos sucesos de A, B, C se verifican

Ejercicio 1.5.5. En un Instituto Nacional se desean distribuir cuatro profesores al azar en 4 grados
numerados 1,2,3 y 4. Si los 4 profesores pueden estar en cada grado, describir el espacio muestral.

Ejercicio 1.5.6. Determinar si los siguientes experimentos son aleatorios o determińısticos, en caso
que sean aleatorios, describir el espacio muestral asociado a ese experimento.

a) Se arroja 4 veces una moneda.

b) se arrojan 4 monedas.

c) Un jugador de fútbol realiza un tiro libre.

d) La Universidad de El Salvador elige el rector.

e) Elegimos un albañil que vive en la ciudad, para construir mi casa.

f) El Salvador elegirá a sus diputados.

g) Calentar agua a 1000c

h) Soltar una piedra desde un edificio.

i) Respuesta en una encuesta.

j) Resultado de un clásico de baloncesto.
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Ejercicio 1.5.7. Luis esta jugando y quiere saber que resultados se originan al lanzar una moneda
y un dado.
a) Construye el espacio muestral asociado a este experimento.
b)Liste los elementos de los eventos.

A=“Sale águila en la moneda y un número impar en el dado”

B=“Sale cara en la moneda y un número par en el dado”

C=“El número en el dado es múltiplo de 2”

c)Liste los elementos de los eventos:

a) Bc b) A ∪B c) A ∩B d) (A ∪B)c

d) ¿Cuál de los eventos A,B y C son mutuamente excluyentes?.

Ejercicio 1.5.8. Una moneda es lanzada al aire 4 veces y el resultado se registra para cada lanza-
miento.

a) Listar los elementos del espacio muestral asociado a este experimento.

b) Sea M=“En los 4 lanzamientos se obtienen 3 caras”. Listar los elementos de dicho evento.

c) Sea N=“En los 4 lanzamientos se obtiene 2 águilas”

Ejercicio 1.5.9. Supongamos que un billete de loteria es seleccionado de una urna que contiene 10
billetes rojos numerados del 1 al 10, además hay 10 billeres azules numerados del 1 al 10. Sean los
eventos.

Sea T=“La tarjeta está numerada por un número par”.

Sea A=“La tarjeta seleccionada es azul”.

Sea C=“La tarjeta seleccionada está numerada por un número menor que 4”.

a) Listar los elementos del espacio muestral asociado a este experimento.

b) Liste los elementos de los eventos T,A y C.

Ejercicio 1.5.10. Los pacientes que llegan al Hospital Rosales pueden seleccionar cualquiera de
los 3 consultorios médicos para su atención. Suponga que los médicos se asignan de manera alea-
toria a cada consultorio y los pacientes se les hace imposible tener preferencia por algunos de los
consultorios.Cuatro pacientes llegan al hospital y se registra el consultorio que ellos escogen.

a) liste los elementos del espacio muestral asociado a este experimento aleatorio.

b) Sea el evento C=“Cada consultorio recibe un paciente”. LIsta los elementos del evento C.

Ejercicio 1.5.11. Un número es seleccionado al azar entre los números 1 al 15. Sean los eventos:

A:=“El número elegido es par”.

B:=“El número elegido es primo”.

C:=“El número elegido es múltiplo de cinco”.

Liste los elementos de los siguientes eventos:
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a) A ∪B b) A ∩B c) Ac ∩ C d) (A ∪B) ∩ Cc e) (A ∩B) ∪ Cc

1.6. Enfoques de probabilidad

El Cálculo de Probabilidades se ocupa de los eventos o sucesos que se pueden presentar a lo largo de
un experimento aleatorio. Hay cuatro enfoques para calcular la probabilidad de un suceso: subjetivo,
clásico, frecuentista y axiomático.

1.6.1. Subjetivo

En el enfoque subjetivo, la probabilidad se concibe aqúı como un “grado de creencia” de una persona
acerca de una proposición dada, según la información que posee: no existe probabilidad objetiva, sino
que cada individuo propone la medida en que espera que suceda o sea cierta tal propocisión. Desde
luego, tales creencias han de ser consistentes entre śı, en el sentido del Cálculo de Probabilidades. En
este caso la probabilidad de un evento depende del observador, es decir, según lo que el observador
conoce del fenómeno en estudio.

1.6.2. Clásico

Dentro del enfoque clásico de la Teoŕıa de la Probabilidad, destaca Laplace. El punto clave está en
considerar que dos sucesos son equiprobables si no hay razón alguna para esperar un suceso más que
otro. Se habla entonces de sucesos “simétricos” a la evidencia, y la probabilidad de un suceso seŕıa
entendido como el cociente entre el número de casos favorables y el total de casos posibles. Esta
manera de definir la probabilidad de un suceso es llamada definición Clásica o “a priori”. Véase este
enfoque en dos ejemplos habituales.

Ejemplo 1.6.1. Si el experimento aleatorio consiste en el lanzamiento de una moneda y observar
el resultado, se tiene que Ω = {cara, número}. El evento A consiste en obtener cara al tirar la
moneda, es decir, A = {cara}. Si la moneda no está cargada, del enfoque clásico tendremos:

P (A) =
cantidad de casos en A

cantidad de casos posibles
=

1

2

Ejemplo 1.6.2. Si el experimento aleatorio consiste en lanzar un dado honesto (no cargado) y
observar el número que aparece en la cara superior, se tiene que Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sea el suceso
A = {3}. Entonces,

P (A) =
cantidad de casos en A

cantidad de casos posibles
=

1

6

Definición 1.6.1. Si un evento ocurre en N formas, las cuales se excluyen mutuamente y son
igualmente probables (equiprobables), y si m de estos eventos conforman el suceso A, la probabilidad
de ocurrencia de A es igual a m/N . Es decir,

P (A) =
m

N
=

(Cantidad de casos en A)

(Cantidad de casos posibles)
= p.

Los inconvenientes de definir la probabilidad con este enfoque son:

a) No es válida cuando los sucesos elementales no son equiprobables.

b) A veces no es posible contar.
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1.6.3. Frecuentista

Según las “teoŕıas2” frecuentistas, la probabilidad se define como la frecuencia relativa de una
propiedad en una población. Luego de repetir el experimento una determinada cantidad de veces.
Es decir,

P (A) =
fr(A)

n

donde A es la propiedad cuya ocurrencias es observada en el experimento aleatorio, y fr(A) es la
cantidad de veces que ocurrió A en las n veces que se llevó a cabo el experimento. Veamos como
este enfoque trata los dos ejemplos anteriores.

Ejemplo 1.6.3. Si el experimento aleatorio consiste en el lanzamiento de una moneda y observar
el resultado, se tiene que Ω = {cara, número}. El evento A consiste en obtener cara al tirar la
moneda, es decir, A = {cara}. Podemos aproximar el valor de P (A), repitiendo el experimento
según se indica en la tabla.

Repeticiones Frecuencia de A Frecuencia relativa

10

20

30

40

50

Cuadro 1.2:

Ejemplo 1.6.4. Si el experimento aleatorio consiste en lanzar un dado honesto (no cargado) y
observar el número que aparece en la cara superior, sabemos que Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sea el suceso
A = {3}. La probabilidad de A, la podemos aproximar repitiendo el experimento aleatorio una
cantidad grande de veces.

2La probabilidad no es teórica ya que se fundamenta en los datos obtenidos
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Repeticiones Frecuencia de A Frecuencia relativa

6

20

50

60

100

Cuadro 1.3:

Definición 1.6.2 (Enfoque frecuencial o “a posteriori”). Si algún proceso es repetido un
gran número de veces, n, y si algún evento resultante, con la caracteŕıstica A ocurre m veces, la
frecuencia relativa de la ocurrencia de A viene dada por

fr(A) =
m

n

y la probabilidad de la ocurrencia de A será

P (A) = ĺım
n→∞

fr(A) = p.

La proximidad de la frecuencia relativa a la probabilidad depende de las repeticiones de algún
proceso y de la posibilidad de contar el número de repeticiones, aśı como el número de veces que
algún evento de interés ocurre.

Los inconvenientes de definir la probabilidad con este enfoque son:

a) Desde el punto de vista del análisis no puede interpretarse el ĺımite anterior por la imposibilidad
de fijar el número de repeticiones.

b) Las condiciones bajo las cuales se realiza la experimentación pueden variar a lo largo del tiempo
y, con ellas, las frencuencias relativas.

1.6.4. Axiomático

En la definición axiomática de la probabilidad no se establece la forma expĺıcita de calcular proba-
bilidades, únicamente se proponen las reglas que el cálculo de probabilidades debe satisfacer. Las
definiciones anteriores son emṕıricas o experimentales, sin embargo después de establecer una forma
de determinar la probabilidad experimentalmente, se deducen leyes o propiedades de la probabili-
dad bajo ciertas suposiciones llamados axiomas de la probabilidad, y es la Teoŕıa Matemática de la
Probabilidad tal y como la conocemos. Esta es la manera que la vamos a desarrollar en este módulo.
Los sucesos aleatorios son representados por conjuntos, y la probabilidad no será más que una me-
dida concreta definida sobre esos conjuntos. Es a esta medida que dedicaremos la sección siguiente.
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1.6.5. Ejercicios

Ejercicio 1.6.1. En una asignatura se ha decidido aprobar a aquellos que superen uno de los dos
parciales. Con este criterio aprobó el 80 %, sabiendo que el primer parcial lo superó el 60 % y el
segundo el 50 %, si se hubiese exigido superar ambos parciales ¿cuál hubiese sido el porcentaje de
aprobados?

Ejercicio 1.6.2. Se lanza un dado 6 veces. ¿Cuál es la probabilidad de que salga algún 1 en los 6
lanzamientos?

Ejercicio 1.6.3. Si sólo se pueden lanzar tres torpedos y la probabilidad de impacto de cada uno
se estima en un 30 %. Encontrar la probabilidad de impactar a un barco con un torpedo.

Ejercicio 1.6.4. Determinar la probabilidad de sacar dos bolas negras de una urna que contiene
15 bolas blancas y 12 negras, sin reintegrar la bola extráıda.

Ejercicio 1.6.5. Una urna contiene 12 bolas blancas y 8 negras. Si se sacan dos bolas al azar.
¿Cuál es la probabilidad de que sean del mismo color?

Ejercicio 1.6.6. En un sobre hay 20 papeletas, ocho tienen dibujado un carro las restantes son
blancas. Encontrar la probabilidad de extraer al menos una papeleta con el dibujo de un carro:

a) Si se saca una papeleta

b) Si se extraen dos papeletas

c) Si se extraen tres papeletas

Ejercicio 1.6.7. Un grupo de 10 personas se sientan en un banco. ¿Cuál es la probabilidad de que
dos personas fijadas de antemano se sienten juntas?

Ejercicio 1.6.8. A un congreso asisten 80 congresistas. De ellos 70 hablan inglés y 50 francés. Se
eligen dos congresistas al azar y se desea saber:

a) ¿Cuál la probabilidad de que se entiendan sin intérprete?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que se entiendan sólo en francés?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que se entiendan en un solo idioma?

d) Cuál es la probabilidad de que se entiendan en los dos idiomas?

C2
40

C2
80

= 39
158 ≈ 0.2468

1.7. Definición de Probabilidad

La definición axiomática de las probabilidades se debe al matemático ruso Andrei Kolmogorov.
Sea Ω un espacio muestral asociado con un cierto experimento aleatorio y sea A un σ-álgebra de
subconjuntos de Ω.

Definición 1.7.1. Una medida de probabilidad P es una función
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P : A −→ [0, 1]

↓ ↓

A −→ P (A)

que asigna a cada evento A ∈ A, un número P (A), llamado probabilidad del evento A, tal que
satisface los 3 axiomas siguientes:

Axioma 1. 0 ≤ P (A) ≤ 1, para cualquier evento A ∈ A

Axioma 2. P (Ω) = 1 y P (∅) = 0

Axioma 3. (Aditividad).Si A1, A2, ..., An ∈ A son eventos disjuntos 2 a 2 (mutuamente exclu-
yentes), entonces P (

⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=1 P (Ai)

Una función de probabilidad P que satisface estos tres axiomas 1,2 y 3 se llama Probabilidad
finitamente aditiva.

La palabra probabilidad siempre se usa para indicar la posibilidad o no de que ocurra algun
fenómeno.

Ejemplo 1.7.1. Sea un dado tal que la probabilidad de las distintas caras es proporcional al número
de puntos inscritos en ellas. Hallar la probabilidad de obtener con este dado un número par.

Solución.
Observar que las caras del dado no son equiprobables. Ahora, se tiene que:

1k + 2k + 3k + 4k + 5k + 6k = 1 entonces k = 1/21.

La probabilidad buscada es:

P (par) = 2(1/21) + 4(1/21) + 6(1/21) = 12/21.

Definición 1.7.2. Sea Ω un espacio muestral finito, esto es, Ω = {ω1, ω2, ..., ωn}. Se dice que
el espacio de probabilidad (Ω,A, P ) es equiprobable si la función de probabilidad asigna igual
probabilidad a cada uno de sus eventos simples, esto es:

P ({ωi}) =
1

n
, i = 1, 2, ..., n (1.1)

De manera que si A es un evento que contiene un número finito, digamos r, eventos simples de Ω,
esto es:

A = {ω1, ω2, ..., ωr},

entonces

P (A) =
r

n
=

número de elementos del evento A

número de elementos de Ω
3 (1.2)

3Esta expresión de P(A) se aplica cuando todos los eventos simples del espacio muestral finito Ω son igualmente
probables
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1.7.1. Teoremas de espacios probabiĺısticos

Los teoremas siguientes son consecuencia directa de los axiomas.

Teorema 1.7.1. Śı ∅ es el evento imposible, entonces

P (∅) = 0

Demostración:
Para un evento cualquiera A se tiene que:
i) A y ∅ son eventos disjuntos, pues A ∩ ∅ = ∅
ii) A = A ∪ ∅
Luego por axioma 3, tenemos:
P (A) = P (A ∪ ∅) = P (A) + P (∅) de donde se obtiene P (∅) = 0.

Teorema 1.7.2. Si Ac es el evento complementario de A, entonces se cumple

P (Ac) = 1− P (A) o P (A) = 1− P (Ac)

Demostración:
Tenemos:
i) Ω = A ∪Ac

ii)A ∩Ac = ∅
Entonces por los axiomas 2 y 3 se tiene

P (Ω) = P (A) + P (Ac)

1 = P (Ac) + P (A)

Luego, P (Ac) = 1− P (A) ó P (A) = 1− P (Ac)

Teorema 1.7.3. Para cualquier suceso A se cumple 0 ≤ P (A) ≤ 1.

Este teorema nos garantiza que la probabilidad de cualquier evento tomará un valor entre 0 y 1.

Teorema 1.7.4. Si A ⊆ B entonces P (A) ≤ P (B).

Demostración:
Sea B = A∪(B−A), es decir, B es unión de conjuntos disjuntos, entonces P (B) = P (A∪(B−A)) =
P (A) + P (B −A) y como P (B −A) ≥ 0 se tiene que P (A) ≤ P (B).

Teorema 1.7.5. Para dos sucesos cualesquiera A y B, se verifica que

P (A \B) = P (A)− P (A ∩B)
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Teorema 1.7.6. Si A y B son dos eventos cualesquiera, entonces

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Demostración 1: Se tiene:
i) A ∪B = A ∪ (Ac ∩B) y A ∩ (Ac ∩B) = ∅
ii) B = (A ∩B) ∪ (Ac ∩B) y (A ∩B) ∩ (Ac ∩B) = ∅
Entonces por el axioma 3 se tiene

P (A ∪B) = P (A) + P (AC ∩B) (1.3)

P (B) = P (A ∩B) + P (Ac ∩B) (1.4)

Sustituyendo el valor de P (Ac ∩B) = P (B)− P (A ∩B) en 1.3 resulta:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Demostración 2:
Observe que: A = (A ∩ B) ∪ (A ∩ Bc) y B = (A ∩ B) ∪ (Ac ∩ B). Como tanto A como B se han
escrito como unión de conjuntos disjuntos, entonces:

P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩Bc) y P (B) = P (A ∩B) + P (Ac ∩B).

Por otra parte, A ∪ B = (A ∩ B) ∪ (A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ B), entonces P (A ∪ B) = P (A ∩ B) + P (A ∩
Bc) + P (Ac ∩B).
Ahora sustituyendo, P (A∩Bc) y P (Ac∩B) por las expresiones presentadas anteriormente, se tiene:

P (A ∪B) = P (A ∩B) + P (A)− P (A ∩B) + P (B)− P (A ∩B),

simplificando se llega al resultado deseado.

Śı A y B son dos eventos mutuamente excluyentes, entonces P (A ∪B) = P (A) + P (B)

Teorema 1.7.7. Si A,B y C son tres eventos cualesquiera, entonces

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∪B ∪ C)

Demostración:
Tenemos A ∪B ∪ C = (A ∪B) ∪ C entonces aplicando repetidas veces el Teorema 1.7.6 se tiene:

P (A ∪B ∪ C) = P (A ∪B) + P (C)− P [(A ∪B) ∩ C)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P [(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)]

= P (A) + P (B)− P (A ∩B) + P (C)− {P (A ∩ C) + P (B ∩ C)− P (A ∩B ∩ C)}
= P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (B ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C)

Ejemplo 1.7.2. Se elige un número al azar del 1 al 6000, todos igualmente probables. Hallar la
probabilidad de que sea múltiplo de 2 ó de 3 ó de 5.
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Solución.
Sean los siguientes sucesos:
A2: Múltiplos de dos.
A3: Múltiplos de tres.
A5: Múltiplos de cinco.
Para cada uno de los sucesos definidos anteriormente, se tiene la siguiente cardinalidad:
|A2| = 6000

2 = 3, 000 para |A3| = 6000
3 = 2, 000 y para |A5| = 6000

5 = 1, 200, también se tiene:
|A2∩A3| = 6000

6 = 1, 000, |A2∩A5| = 6000
10 = 600, |A3∩A5| = 6000

15 = 400 y |A2∩A3∩A5| = 6000
30 = 200.

Ahora, teniendo en cuenta la cardinalidad de los sucesos y los múltiplo de 2 ó de 3 ó de 5, definimos
la siguiente probabilidad:

P (A2 ∪A3 ∪A5) = P (A2) + P (A3) + P (A5)− P (A2 ∩A3)− P (A2 ∩A5)− P (A3 ∩A5)

+ P (A2 ∩A3 ∩A5)

=
1

6000
(3000 + 2000 + 1200− 1000− 600− 400 + 200)

=
4400

6000
= 0.7333.

Por lo tanto, existe un 73.33 % de probabilidad de que al elegir un número al azar entre el 1 y el
6000 sea múltiplo de 2 ó de 3 ó de 5.

Ejemplo 1.7.3. Volviendo al ejemplo 1.3.2

a) ¿Cuál es la probabilidad de que caiga exactamente una cara?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que caiga al menos dos caras?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que aparezca ninguna cara?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que aparezca al menos 3 caras?

Solución:
El espacio muestral es Ω = {AA,CC,CA,AC}.

a) Sea A=“Aparecimiento de una cara”, tenemos que A = {CA,AC},es decir, hay 2 puntos mues-
trales.Por lo que:

P (A) =
2

4
=

1

2
= 0.5

b) Sea B=“Aparecimiento de al menos una cara”, tenemos que B = {CA,AC,CC},es decir, hay 3
puntos muestrales.Por lo que:

P (B) =
3

4
= 0.75

c) Sea C=“Aparecimiento de ninguna cara”,esto es lo mismo decir 2 águilas,tenemos que C =
{AA},es decir, hay 1 punto muestral.Por lo que:

P (C) =
1

4
= 0.25
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d) Sea D=“Aparecimiento de al menos 3 caras”, tenemos que D = ∅ = {},es decir, hay 0 puntos
muestrales.Por lo que:
P (D) = 0 Es un evento imposible.

Ejemplo 1.7.4. Considerando el ejemplo ??, calcular la probabilidad de los eventos:

1. A:=“Observar un número par”

2. B:=“Observar un número menor a 3”.

3. C:=“Observar un número múltiplo de 2”, entonces B = {2, 4, 6}

4. D:=“Observar un número mayor que 6”, entonces D = ∅ = {}, es decir un evento imposible.

5. E:=“Observar el número 5”, entonces E = {5} a éste se le llama evento simple

Para el espacio muestral tenemos 6 elementos muestrales asociados.

1. A = {2, 4, 6} y su probabilidad es P (A) =
4

6
= 0.67

2. B = {1, 2} y su probabilidad es P (B) =
2

6
= 0.33

3. C = {2, 4, 6} y su probabilidad es P (C) =
4

6
= 0.67

4. D = ∅ = {} y su probabilidad es P (D) = 0

5. E = {5} y su probabilidad es P (E) =
1

6
= 0.17

Ejemplo 1.7.5. Un almacén de camisas tiene 15 camisas de la marca Vélez, 10 de la marca Walt
y 5 camisas de la marca Zeta, como propuesta de mercado quiere regalar una camisa a sus clientes.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la camisa seleccionada sea de la marca Vélez?.

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la camisa seleccionada sea de la marca Zeta?.

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la camisa seleccionada sea de la marca Walt?.

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la camisa seleccionada sea de la marca Walt y Zeta?

e) ¿Cuál es la probabilidad de que la camisa seleccionada sea de la marca Walt o Zeta?.

Solución:Nuestro espacio muestral tendrá 30 elementos muestrales, sean los eventos:

a) Sea V:=“la camisa seleccionada es de la marca Vélez”, la probabilidad asociada a este evento es

P (V ) =
15

30
= 0.5

b) Sea W:=“la camisa seleccionada es de la marca Zeta”,la probabilidad asociada a este evento es

P (W ) =
10

30
= 0.33
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c) Sea Z:=“la camisa seleccionada es de la marca Walt”, la probabilidad asociada a este evento es

P (Z) =
5

30
= 0.17

d) Para este caso debemos tomar en cuenta que los eventos son mutuamente excluyentes, dado que
la camisa no puede ser de las dos marcas, es decir, W ∩ Z = ∅, por lo que su probabilidad es
P (W ∩ Z) = 0

e) Por el literal anterior y haciendo usos del teorema de aditividad tenemos:
P (W ∪ Z) = P (W ) + P (Z)− P (W ∩ Z)

P (W ∪ Z) =
10

30
+

5

30
− 0

P (W ∪ Z) =
15

30
P (W ∪ Z) = 0.5

Ejemplo 1.7.6. En una supermercado hay 12 art́ıculos de los cuales 4 son defectuosos; si se extraen
2 art́ıculos, calcule la probabilidad de que:

a) Ambos art́ıculos son defectuosos.

b) Ambos art́ıculos no son defectuosos.

c) Por lo menos uno es defectuosos.

Solución:
El espacio muestral que se asocia a este experimento es
Ω = {(d1, d2)/ai = art́ıculo defectuoso o no defectuoso,i = 1, 2} el número total de pares de art́ıculos
extraidos de 12 art́ıculos es igual a C2

12 = 66; esto indica que el espacio muestral tiene 66 elementos
simples.

a) Sea el evento A:=“Los 2 art́ıculos seleccionados son defectuosos”.El número total de maneras de
obtener 2 art́ıculos defectuosos de un total de 4 es C2

4 = 6, luego A tiene 6 elementos.
Al utilizar la 1.2 tenemos

P (A) = número de elementos del evento A
número de elementos de Ω =

6

66
=

1

11
= 0.0909

b) Sea el evento B:=“Los 2 art́ıculos seleccionados no son defectuosos”.El número de maneras de
obtener 2 art́ıculos no defectuosos de un total de 8 es C2

8 = 28,por lo que B tiene 28 elementos,
de alli que

P (B) =
28

66
=

14

33
= 0.4242

c) Sea el evento C:=“Por lo menos uno de los art́ıculos seleccionados es defectuosos”.Para este
evento utilizaremos logremos observar que es complemento del evento B, esto es C = Bc,por lo
que

P (C) = P (Cc) = 1− P (B) = 1− 14

33
=

19

33
= 0.5758

Ejemplo 1.7.7. La probabilidad de que un estudiante apruebe la materia de Matemática es
4

9
, la

probabilidad de que aprube la materia de Qúımica es de
2

3
. Si la probabilidad de aprobar al menos
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una de estas materias es
4

5
¿Cuál es la probabilidad de que apruebe ambos cursos?.

Solución:
Sean los eventos:

M:=“El estudiante aprueba la materia de Matemática”,su probabilidad es P (M) =
4

9

Q:=“El estudiante aprueba la materia de Qúımica”, su probabilidad es P (Q) =
2

3

M ó Q:=“El estudiante aprueba al menos una de estas materias”, su probabilidad es P (M ∪
Q) =

4

5

Entonces la probabilidad de aprobar ambos cursos se obtiene aplicando el Teorema 1.4:
P (M ∩Q) = P (M) + P (Q)− P (M ∪Q)

P (M ∩Q) =
4

9
+

2

3
− 4

5

P (M ∩Q) =
14

45

1.7.2. Ejercicios

Ejercicio 1.7.1. Si P (A) = 1
2 ; P (B) = 1

4 y si A y B son eventos mutuamente excluyentes, calcular:

a) P (Ac) b) P (A ∩B) c) P (A ∪B) d) P (Ac ∩Bc

Ejercicio 1.7.2. Determine la probabilidad de cada uno de los eventos siguientes.

a) Un número impar aparece en el lanzamiento de un dado.

b) Por lo menos un águila aparece en el lanzamiento de 3 monedas.

c) Por lo menos un águila aparece en el lanzamiento de n monedas.

Ejercicio 1.7.3. Se lanzan un par de dados correctos de forma simultánea. Encontrar la probabi-
lidad de que:

a) La suma sea mayor que 3

b) La suma sea menor que 6

c) La suma sea 9

d) El resultado del primer dado sea mayor que del segundo.

Ejercicio 1.7.4. En una elección para docentes de un departamento se han propuestos a 3 candida-
tos para ser parte de una junta. Hay 300 docentes que favorecen a Mario Castillo, 193 electores que
favorecen a Andrés Figueroa y 35 electores que favorecen a Luis Vásquez. ¿Cuál es la probabilidad
de que favorezca a Luis Vásquez?

Ejercicio 1.7.5. En una urna son mezcladas 10 bolitas numeradas del 1 al 10. Dos bolas (x,y) son
retiradas sin reposición. ¿Cuál es la probabilidad de que x+ y = 10?
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Ejercicio 1.7.6. En un almacén se ha hecho la adquisión de 40 refrigeradoras de las cuales 30
contiene refrigeradora en excelentes condiciones, 8 con defectos y 2 con defectos graves. Se extraen
2 piezas al azar. Calcule la probabilidad de que:

a) Ambas sean refrigeradoras esten en perfectas condiciones.

b) Ninguna tenga defectos graves.

c) Ambas tengan defectos.

d) Por lo menos una este en perfectas condiciones.

Ejercicio 1.7.7. Supongamos que el 50 % de los estudiantes graduados en la Universidad San
Carlos son dueños de empresas de trasportes, mientras que solo lo son el 30 % de alumnos de
cursos superiores y el 15 % de alumnos de cursos inferiores. Si la universidad tiene 30 graduados,
210 alumnos de cursos superiores y 260 de cursos inferiores, ¿cuál es la probabilidad de que un
estudiante escogido al azar sea propietario de una empresa de transporte?

Ejercicio 1.7.8. Sea Ω = {x ∈ Z/1 < x < 6, 000}. Si se elige un elemento de Ω al azar. ¿Cuál es
la probabilidad de que sea múltiplo de 2, o de 3, o de 4, o de 5?

Ejercicio 1.7.9. Considere de eventos A y B tal que P (A) = 1
3 y P (B) = 1

2 . Determine el valor de
P (B ∩Ac) para cada una de las siguientes condiciones:

a) A y B son disjuntas b) A ⊂ B c) P (A ∩B) = 1
8

Ejercicio 1.7.10. Supongamos que 4 corredores del equipo de El Salvador y 2 corredores del equipo
de Honduras participan en una competencia de atletismo. Si los 6 corredores tienen igual habilidad y
no hay empates, ¿Cuál es la probabilidad de que los 4 corredores del equipo de El Salvador terminen
en primero, segundo y tercero lugar, y los 2 corredores del equipo de Honduras terminen en cuarto,
quinto sexto lugar?

Ejercicio 1.7.11. En un cierto canal de T.V. se transmiten tres noticieros A, B y C. Supongamos
que 60 % de las personas de la ciudad ven al noticiero A, el 40 % el noticiero B y el 30 % el noticiero
C. Supongamos también que el 20 % de las personas de la ciudad ven los noticieros A y B, el 10 %
los noticieros A y C, el 20 % los noticieros B y C, y el 5 % siempren ven los noticieros A,B y C.

a) ¿Qué porcentaje de personas ven por lo menos uno de los 3 noticieros?

b) ¿Qué porcentaje de personas ven exactamente uno de los 3 noticieros?

Ejercicio 1.7.12. En un Centro de Enseñanzas se publican 3 revistas: A, B y C. EL 30 % de las
personas leen A, el 20 % leen B y el 15 % leen C, el 12 % leen A y B, el 9 % A y , el 6 % B y C y
por último el 3 % leen A,B y C. Calcular:

a) Porcentaje de estudiantes que leen al menos una de las 3 revistas.

b) Porcentaje de personas que leen B ó C, pero no A.

c) Porcentaje de personas que leen A ó bien, no leen B ni C.
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Ejercicio 1.7.13. Tres señoritas compiten en un concurso de belleza. Las candidatas M y N tienen
la misma oportunidad de ganar, pero la candidata O tiene doble oportunidad que las candidatas M
y N. ¿Cuál es la probabilidad de que gane O?. ¿Cuál es la probabilidad de que M no gane?

Ejercicio 1.7.14. 10 matrimonios se encuentran en una escuela de padres. Se desean seleccionar 2
personas al azar, hallar la probabilidad de que:

a) Sean esposos.

b) Una persona sea mujer y el otro hombre.

c) Ninguna de las 2 personas son casados.
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Probabilidad condicional

2.1. Definición de probabilidad condicional

En este apartado se estudia como calcular la probabilidad que un suceso ocurra, sabiendo que otro
suceso ya ha ocurrido. A continuación se ejemplifica esta situación:

Un encuestado elige al azar una persona en una población de N individuos. Se sabe que todas

las elecciones son equiprobables, aśı la probabilidad de elegir a una persona cualquiera es
1

N
. Se

consideran los sucesos
A : “se elige una persona rubia” y
B : “se elige una persona de altura mayor a 1.7 m”.
Supóngase que ha ocurrido el suceso A, es decir, se encuestó a una persona rubia; el suceso B, a
priori, puede o no haber ocurrido, para que haya ocurrido se debió haber elegido a una persona del
subconjunto A ∩B y para que no haya ocurrido se debió haber elegido a una persona del conjunto
A ∩Bc.

Supóngase que al elegir una persona se sabe que A ocurrió y se desea saber si B también ocurre; A
es un suceso seguro y B no se realizará a menos que se realizase A ∩B; aśı la probabilidad de que
B ocurra, sabiendo que A ha ocurrido, es el número de casos favorables: |A ∩ B|, entre el número
de casos posibles: |A|.
La probabilidad de que B ocurra dado que A ocurrió se denota por P (B|A), aśı:

P (B|A) =
|A ∩B|
|A|

=
|A∩B|
N
|A|
N

=
P (A ∩B)

P (A)
.

Lo anterior se formaliza con la siguiente definición:

Definición 2.1.1. La probabilidad Condicional de un evento A, ya que ocurrió un evento B, es
igual a

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

Siempre que P (B) > 0.

El śımbolo P (A|B) se lee “la probabilidad de A dada la ocurrencia de B”.
Ahora estableceremos la definición de evento independiente, concepto muy importante en el desa-
rrollo de la teoŕıa de las distribuciones de probabilidad. Además de identificar la diferencia entre
eventos independientes y eventos mutuamente excluyentes.
Eventos independientes: la ocurrencia de uno no afecta la probabilidad de ocurrencia o no de los
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demás.
Eventos dependientes: Aquellos en que la ocurrencia de uno afecta la probabilidad de ocurrencia de
los demás. Es decir, P (A|B) = P (A), de esto se deduce que

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Definición 2.1.2. Dos eventos A y B son independientes si

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Si esa igualdad no se satisface, se dice que los eventos son dependientes.

Nótese que la definición es equivalente a expresar que los eventos A y B son independientes si

P (A | B) = P (A) ó P (B | A) = P (B).

Además es posible comprobar (ejercicio) que si A y B son independientes entonces los eventos

i) A y Bc ii) Ac y Bc

también lo son.
Para una mejor ilustración de los eventos mutuamente excluyentes e independientes utilizaremos
un ejemplo que nos permita una mejor comprensión de ambos tipos de eventos.

Ejemplo 2.1.1. Pensemos en el lanzamiento de una moneda y en los eventos A: “sale cara” y B:
“sale cruz”. Y nos preguntamos para los eventos A y B:

a) ¿Son mutuamente excluyentes?

b) ¿Son independientes?

Sabemos que P (A) = 1
2 , P (B) = 1

2 . Respondiendo a), la pregunta intuitiva a formularse es ¿se pue-
den dar ambos eventos a la vez?, Si la respuesta es si, no son mutuamente excluyentes, si la respuesta
es no, si lo son. Obviamente la respuesta intuitiva es que no se pueden obtener simultáneamente cara
y cruz, por tanto son mutuamente excluyentes. Expresando formalmente lo escrito anteriormente
diremos P (A ∩B) = 0 porque A ∩B = ∅, en consecuencia P (∅) = 0.
Para b), la pregunta intuitiva es: si el evento A ha sucedido, ¿qué se puede decir de la ocurrencia
del evento B?, es decir, sabiendo que ha salido cara ¿es posible afirmar si salió o no cruz? ¿si sé, que
ha salido cara puedo decir algo sobre el hecho que haya salido o no cruz?. La respuesta intuitiva,
es que, si ha salido cara se sabe que no salió cruz. Por lo que, el evento A revela información sobre
el evento B, por tanto no son independientes. Formalmente se ha encontrado que P (A ∩ B) = 0,
mientras que P (A)P (B) = 1

2 ·
1
2 = 1

4 , que es distinto de cero, como la probabilidad de la intersección
es distinta del producto de las probabilidades los eventos A y B no son independientes.

Proposición 2.1.1. Si A y B son dos eventos mutuamente excluyentes tales que P (A) 6= 0 y la
P (B) 6= 0 entonces A y B no son independientes.

Demostración. Se procederá por contradicción, asumiendo que los eventos A y B son independientes
y llegando a una contradicción.
Como A y B son independientes se tiene que P (A∩B) = P (A)P (B) 6= 0 pues P (A) 6= 0 y P (B) 6= 0.
Además se tiene que A y B son mutuamente excluyentes, entonces P (A ∩ B) = P (∅) = 0, se tiene
que P (A ∩B) = 0 y P (A ∩B) 6= 0 lo cual es una clara contradicción.
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Ejemplo 2.1.2. En una determinada población, la probabilidad de que una persona padezca la
enfermedad A es 0.1 y la probabilidad de que padezca la enfermedad B es 0.2, independientemente
de la enfermedad A. Se elige una persona al azar de esta población. Calcular la probabilidad de que
padezca:

1. Sólo la enfermedad A

2. Ninguna de las dos enfermedades

3. Una de las dos enfermedades, pero no las dos.

Solución.

1. Nos están pidiendo (A y B independientes):

P (A ∩Bc) = P (A)P (Bc) = P (A)× (1− P (B)) = 0.1× 0.8 = 0.08 = 8 %.

2. Nos están pidiendo

P (Ac ∩Bc) = P (Ac)P (Bc) = (1− P (A))× (1− P (B)) = 0.9× 0.8 = 0.72 = 72 %.

3. El suceso exactamente una de las dos enfermedades viene dado por:

P ((A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B)) = P (A)P (Bc) + P (Ac)P (B) = 0.1× 0.8 + 0.9× 0.2 = 0.26 = 26 %.

Ejemplo 2.1.3. Un cazador dispara tres misiles (A, B y C) sobre un objetivo militar. La probabi-
lidad de que un misil dé en el blanco es 0.75, independientemente del resto. Calcular la probabilidad
de que al menos uno de los misiles alcance el objetivo.

Solución.

P (al menos uno) = 1− P (ninguno) = 1− P (Ac ∩Bc ∩ Cc) = 1− (0.25)3 = 0.9844.

Ejemplo 2.1.4. Se tiene un cuadrado inscrito en un ćırculo de radio r. Se eligen tres puntos al azar
e independientes dentro del ćırculo. Hallar la probabilidad de que los tres puntos caigan dentro del
cuadrado.

Solución.
Verifique que el área del cuadrado es 2r2 y como el área del ćırculo es πr2, entonces la probabilidad
buscada es: (

2r2

πr2

)3

=

(
2

π

)3

.

Problema 2.1.1. Considere los sucesos independientes.
La probabilidad de que un hombre viva 20 años es 1/4 y de que la mujer viva 20 años es 1/3. Se
pide calcular la probabilidad:
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1. De que ambos vivan 20 años.

2. De que el hombre viva 20 años y su mujer no.

3. De que ambos mueran antes de los 20 años.

Otra propiedad importante es: P (Ac | B) = 1− P (A | B) (Comprobarlo como ejercicio).

2.2. Teorema del producto

Si en la expresión de la probabilidad condicional se despeja la probabilidad de la intersección de
dos eventos A y B se verifica la siguiente fórmula.

P (A ∩B) = P (A)P (B | A) = P (B)P (A | B) (Regla del Producto)

Esta fórmula tiene especial utilidad cuando los sucesos ocurren de forma secuencial en el tiempo,
de modo que el resultado de un suceso depende del resultado obtenido por el suceso anterior. Para
el caso de n sucesos A1, A2, . . . , An la regla del producto viene dada por:

P (
n⋂

i=1

Ai) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1 ∩A2) · · ·P (An |
n−1⋂
i=1

Ai)

Ejemplo 2.2.1. En una reunión hay 10 personas. Se pide calcular la probabilidad de que celebren
su cumpleaños el mismo d́ıa del año al menos dos personas.

Solución.

P (al menos dos) = 1− P (ninguno cumpla años el mismo d́ıa)

= 1− 365/365(364/365)(363/365) . . . (356/365)

2.3. Teorema de la probabilidad total

La resolución de problemas de probabilidad se facilita algunas veces al considerar el espacio muestral
S como una unión de subconjuntos que son mutuamente excluyentes. Es decir, se supone que

S = B1 ∪B2 ∪B3 ∪ . . . ∪Bk.

Con Bi ∩Bj = ∅, para i 6= j. Entonces, cualquier subconjunto A de S se puede escribir como

A = A ∩ S
= A ∩ (B1 ∪B2 ∪B3 ∪ . . . ∪Bk)

= (A ∩B1) ∪ (A ∩B2) ∪ . . . ∪ (A ∩Bk).
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Entonces observemos que

P (A) = P (A ∩B1) + P (A ∩B2) + . . .+ P (A ∩Bk)

= P (B1)P (A | B1) + P (B2)P (A | B2) + . . .+ P (Bk)P (A | Bk)

P (A) =

k∑
i=1

P (Bi)P (A | Bi).

Teorema 2.3.1 (Teorema de la probabilidad total). Sea S = B1 ∪ B2 ∪ B3 ∪ . . . ∪ Bk donde
los Bi son disjuntos y A un subconjunto cualquiera de S, entonces

P (A) =

k∑
i=1

P (Bi)P (A | Bi).

Este resultado expresa que si tenemos una partición del espacio muestral, la probabilidad de un
suceso cualquiera la podemos obtener a partir de las probabilidades condicionales con los sucesos
de la partición.

Ejemplo 2.3.1. Se dispone de tres cajas con bombillas. La primera contiene 10 bombillas, de las
cuales hay cuatro fundidas; en la segunda hay seis bombillas, estando una de ellas fundida, y la
tercera caja hay tres bombillas fundidas de un total de ocho. ¿Cuál es la probabilidad de que al
tomar una bombilla al azar de una cualquiera de las cajas, esté fundida?

Solución.
Sean:
Suceso U : seleccionar la primera caja.
Suceso D: seleccionar la segunda caja.
Suceso T : seleccionar la tercera caja.
Suceso F : la bombilla está fundida.

P (F ) = P (U)P (F | U) + P (D)P (F | D) + P (T )P (F | T )

= (1/3)(2/5) + (1/3)(1/6) + (1/3)(3/8)

= 113/360.

2.4. Teorema de Bayes

El teorema de Bayes (a veces llamado Regla de Bayes) describe la probabilidad de un evento
basándose en el conocimiento previo de las condiciones relacionadas con el evento.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Bayes). Dados S = B1 ∪ B2 ∪ B3 ∪ . . . ∪ Bk donde los Bi son
disjuntos y A un evento cualquiera de S. La probabilidad condicional de la forma P (Bj | A) se
puede calcular como

P (Bj | A) =
P (A ∩Bj)

P (A)
=

P (Bj)P (A | Bj)
k∑

i=1

P (Bi)P (A | Bi)
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El teorema anterior fue desarrollado por el reverendo Thomas Bayes(1701-1761) como una forma de
permitir que nueva evidencia sirva para modificar creencias. Este teorema se puede obtener como
una aplicación de los teoremas vistos en las secciones anteriores.

Ejemplo 2.4.1. En la sala de pediatŕıa de un hospital, el 60 % de los pacientes son niñas. De los
niños el 35 % son menores de 24 meses. El 20 % de las niñas tienen menos de 24 meses. Un pediatra
que ingresa a la sala selecciona un infante al azar.

a) Determine el valor de la probabilidad de que sea menor de 24 meses.

b) Si el infante resulta ser menor de 24 meses. Determine la probabilidad que sea una niña.

Solución.
Se definen los sucesos:

Suceso F : seleccionar una niña.

Suceso M : seleccionar un niño.

Suceso I: infante menor de 24 meses.

a) Utilizando el teorema de la probabilidad total obtenemos

P (I) = P (F )P (I | F ) + P (M)P (I |M)

= (0.6)(0.2) + (0.4)(0.35)

= 0.26

b) Necesitamos calcular la probabilidad de que sea una niña dado que tiene menos de 24 meses,
para la cual aplicaremos el teorema de Bayes.

P (F | I) =
P (F )P (I | F )

P (F )P (I | F ) + P (M)P (I |M)

=
(0.6)(0.2)

(0.6)(0.2) + (0.4)(0.35)

=
0.12

0.26
= 0.46.

Ejemplo 2.4.2. Un test de drogas resulta positivo para el 99 % de los consumidores de drogas,
mientras que produce falsos positivos para el 1 % de los no consumidores. Además se sabe que el
0.5 % de la población consume drogas. Si se selecciona al azar un individuo con un test que ha
resultado positivo, ¿cuál es la probabilidad de que sea un consumidor de drogas?

Solución.
Se definen los sucesos:

Suceso T : el test fue positivo.

Suceso D: el individuo es un consumidor.

Usando el teorema de Bayes tenemos:
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P (D | T ) =
P (D)P (T | D)

P (D)P (T | D) + P (DC)P (T | DC)

=
(0.005)(0.99)

(0.005)(0.99) + (0.995)(0.01)

= 0.332.

Ejemplo 2.4.3. Un Doctor dispone de tres equipos electrónicos para realizar ultrasonidos. El uso
que le da a cada equipo es de 25 % al primero, 35 % el segundo en y 40 % el tercero. Se sabe que
los aparatos tienen probabilidades de error de 1 %, 2 % y 3 % respectivamente. Un paciente busca
el resultado de un ultrasonido y observa que tiene un error. Determine la probabilidad de que se ha
usado el primer aparato.

Solución.
Se definen los sucesos:

Suceso U : seleccionar el primer aparato.

Suceso D: seleccionar el segundo aparato.

Suceso T : seleccionar el tercer aparato.

Suceso E: seleccionar un resultado con error.

Se nos pide determinar la probabilidad de que un examen errado sea del primer aparato, por lo
tanto, debemos recurrir al teorema de Bayes.

P (U | E) =
P (U)P (E | U)

P (U)P (E | U) + P (D)P (E | D) + P (T )P (E | T )

=
(0.25)(0.01)

(0.25)(0.01) + (0.35)(0.02) + (0.4)(0.03)

=
0.0025

0.0215
= 0.116.

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.5.1. Dados P (A) = 50 %, P (B) = 30 % y P (A ∩B) = 15 %, verifique que:

a) P (A | B) = P (A)

b) P (A | BC) = P (A)

c) P (B | A) = P (B)

d) P (B | AC) = P (B)

Ejercicio 2.5.2. Se lanzan dos dados normales y se anotan los pares x, y.
Sean A = {(x, y) : x+ y = 10} y B = {(x, y) : x > y}

a) Describa el espacio muestral

b) calcule P (A), P (B)
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c) P (A ∩B), P (A ∪B)

d) P (A | B), P (B | A)

Ejercicio 2.5.3. Si la probabilidad de ir a la Universidad en diciembre es de 2/7 y que me vaya de
vaciones una vez terminado tal mes es 1/5. ¿Cuál es la probabilidad de no ir a la universidad e irme
de vacaciones en enero?. (Sugerencia: Suponga para este caso que los eventos son independientes.)

Ejercicio 2.5.4. La probabilidad de que un hombre casado vea cierto programa de televisión es
0.4 y la probabilidad de que una mujer casada vea el programa es 0.5. La probabilidad de que un
hombre vea el programa, dado que su esposa lo hace, es 0.7. Encuentre la probabilidad de que:

a) Un matrimonio vea el programa

b) Una esposa vea el programa dado que su esposo lo ve

c) Al menos una persona de un matrimonio vea el programa

Ejercicio 2.5.5. Suponga que se estudia si el color del pelo está asociado al color de los ojos. Se
analizaron 300 personas seleccionadas aleatoriamente con los siguientes resultados:

Color del pelo
Color de los ojos

Café Azul Otro

Negro 70 30 20

Rubio 20 110 50

a) Si se selecciona una de estas personas al azar, encuentre la probabilidad de que la persona tenga
el pelo negro, dado que tiene los ojos de color café.

b) ¿Son los eventos tener el pelo rubio y tener los ojos azules independientes? Justifique su respuesta.

c) ¿Cuántas personas rubias de ojos azules esperaŕıa encontrar en este grupo si los eventos fueran
independientes? Justifique su respuesta.

Ejercicio 2.5.6. En un hospital especializado en enfermedades de tórax ingresan un 50 % de enfer-
mos de bronquitis, un 30 % de neumońıa y un 20 % con gripe. La probabilidad de curación completa
en cada una de dichas enfermedades es, respectivamente, 0.7, 0.8 y 0.9. Un enfermo internado en el
hospital ha sido dado de alta completamente curado. Hallar la probabilidad de que el enfermo dado
de alta hubiera ingresado con bronquitis.

Ejercicio 2.5.7. Hay una epidemia de cólera. Un śıntoma muy importante es la diarrea, pero ese
śıntoma también se presenta en personas con intoxicación, y, aún, en personas que no tienen nada
serio. La probabilidad de tener diarrea teniendo cólera, intoxicación y teniendo nada serio es de
0.99; 0.5 y 0.004 respectivamente. Por otra parte, se sabe que el 2 % de la población tiene cólera, el
0.5 % intoxicación y el resto 97.5 %, nada serio. Se desea saber:

a) Elegido un individuo de la población ¿Qué probabilidad hay de que tenga diarrea?
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b) Se sabe que determinado individuo tiene diarrea ¿Cuál es la probabilidad de tenga cólera?

Ejercicio 2.5.8. La probabilidad de que un art́ıculo provenga de una fábrica A1 es 0.7, y la
probabilidad de que provenga de otra A2 es 0.3. Se sabe que la fábrica A1 produce un 4 por mil de
art́ıculos defectuosos y la A2 un 8 por mil.

a) Se pide un art́ıculo a una de las dos fábricas, elegida al azar. ¿Cuál es la probabilidad de que
esté defectuoso?

b) Se observa un art́ıculo y se ve que está defectuoso. ¿Cuál es la probabilidad de que provenga de
la fábrica A2?

c) Se piden 5 art́ıculos a la fábrica A1 ¿Cuál es la probabilidad de que haya alguno defectuoso?

Ejercicio 2.5.9. En una población animal hay epidemia. El 10 % de los machos y el 18 % de las
hembras están enfermos. Se sabe además que hay doble número de hembras que de machos y se
pide:

a) Elegido al azar un individuo de esa población ¿Cuál es la probabilidad de que esté enfermo?

b) Un individuo de esa población se sabe que está enfermo ¿Qué probabilidad hay de que el citado
individuo sea macho?

Ejercicio 2.5.10. En una clase mixta hay 30 alumnas, 15 estudiantes que repiten curso, de los que
10 son alumnos, y hay 15 alumnos que no repiten curso. Se pide:

a) ¿Cuántos estudiantes hay en la clase?

b) Elegido al azar un estudiante ¿Cuál es la probabilidad de que sea alumno?

c) Elegido al azar un estudiante ¿Cuál es la probabilidad de que sea alumna y repita el curso?

d) Elegidos al azar dos estudiantes ¿Cuál es la probabilidad de que ninguno repita curso?

Ejercicio 2.5.11. A través de ciertas investigaciones se sabe que un suero de verdad aplicado a
un “sospechoso” es 90 % confiable cuando la persona es culpable, y 99 % confiable si la persona es
inocente. Si se selecciona un individuo de un grupo de sospechosos, de los cuales se sabe que solo el
5 % de ellos ha cometido un crimen, se le aplica el suero de verdad el cual implica que es culpable.
¿Cuál es la probabilidad de que el individuo sea inocente?

Ejercicio 2.5.12. En un colegio hay dos grupos de 25 alumnos de quinto curso y dos grupos de 20
alumnos de sexto curso. El 50 % de los alumnos de quinto no tienen faltas de ortograf́ıa, porcentaje
que sube a 70 % en los alumnos de sexto. En un concurso de redacción entre alumnos de quinto y
sexto se elige una redacción al azar.

a) ¿Qué probabilidad hay de que sea de un alumno de quinto?

b) Si tiene faltas de ortograf́ıa, ¿Qué probabilidad hay de que sea de un alumno de quinto?

Ejercicio 2.5.13. En un sistema de alarma, la probabilidad de que esta funcione habiendo peligro
es 0.95 y la de que funcione por error sin haber peligro es 0.03. Si la probabilidad de haber peligro
es 0.1:
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a) Calcular el porcentaje de veces que habiendo funcionado la alarma no haya peligro.

b) Hallar la probabilidad de que haya peligro y la alarma no funcione.

c) Calcular la probabilidad de que no habiendo funcionado la alarma haya peligro.

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la alarma funcione?
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Distribuciones de probabilidad discretas

Uno de los conceptos más importantes de la teoŕıa de probabilidad es el de variable aleatoria. Intui-
tivamente, puede definirse como una función medible que asigna a cada resultado de un experimento
aleatorio un valor y una probabilidad determinada.
Toda variable aleatoria posee una distribución de probabilidad que describe su comportamiento. Si
la variable es discreta, es decir, si toma valores aislados dentro de un intervalo, su distribución de
probabilidad espećıfica todos los valores posibles de la variable junto con la probabilidad de que
cada uno ocurra. En el caso continuo, es decir, cuando la variable puede tomar cualquier valor de un
intervalo, la distribución de probabilidad permite determinar las probabilidades correspondientes
con subintervalos de valores. Una forma usual de describir la distribución de probabilidad de una
variable aleatoria continua es mediante la denominada función de densidad.

3.1. Variable aleatoria discreta y continua

Para introducir el concepto de variable aleatoria, veamos primero algunos ejemplos, al lanzar dos
dados, sabemos que la suma X de los puntos que caen hacia arriba debe ser un número entero
entre 2 y 12, pero no podemos predecir que valor de X aparecerá en el siguiente ensayo, por lo
que decimos que X depende del azar, por lo tanto es una variable aleatoria que toma valores entre
2 y 12. El tiempo de vida de un bombillo que se extrae aleatoriamente de un lote de bombillos
depende también del azar, este constituye otro ejemplo de una variable aleatoria que vaŕıa entre el
tiempo 0 y un valor indeterminado, ya que no sabemos exactamente cuánto tiempo va a durar. El
número de varones de una familia con 5 hijos también es una variable aleatoria que vaŕıa de 0 a
5, ya que en una familia de cinco hijos puede que no haya ningún varón, uno, dos, tres, cuatro o
cinco varones. Si las observaciones no se dan en términos numéricos, podemos asignarles números
y reducir las observaciones cualitativas al caso cuantitativo; aśı tenemos que la función que asigna
valores numéricos a cada uno de los elementos del espacio muestral con una probabilidad definida,
se denomina variable aleatoria.

Por ejemplo, si se lanza una moneda 3 veces, el número de águilas X es una variable aleatoria
que toma los valores 0, 1, 2, ó 3; es decir puede que ninguna vez, una sola, dos o tres veces salga
águila como resultado; la probabilidad de que (dos águilas) es 3/8 ya que el espacio muestral
Ω = {aaa, aas, asa, ass, sas, ssa, saa, sss}. Y de estos ocho resultados hay tres en los cuales hay dos
águilas. Con esto podemos ver que el espacio muestral es el dominio de la función y el conjunto de
valores que la variable puede tomar es el rango o recorrido de la función, que es un subconjunto de
los reales R.

Definición 3.1.1. Una variable aleatoria en un espacio de probabilidad (Ω,A, P ) es una función o
regla que asigna un valor numérico a cada suceso de Ω con una probabilidad determinada. En otras
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palabras, una variable aleatoria es una función, X,

X : Ω −→ R

w −→ X(w)

Tal que ∀B ⊂ R,
PX(B) = P (X−1(B)) = P ({w ∈ Ω : X(w) ∈ B})

Notación: Sea f : S → T una función de S en T . Escribiremos f(s) para el elemento de T que f
asigna a s ∈ S, y llamaremos f(s) la imagen de s bajo f o el valor de f en s.
La imagen f(A) de cualquier subconjunto A de S, y la preimagen f−1(B) de cualquier subconjunto
B de T se define por:

f(A) = {f(s) : s ∈ A}

f−1(B) = {s : f(s) ∈ B}

En palabras, f(A) se compone de las imágenes de puntos de A, y f−1(B) se compone de aquellos
puntos cuya imagen pertenece a B.

En lo que sigue X denota la variable aleatoria y su correspondiente letra minúscula, x para uno de
sus valores.

Ejemplo 3.1.1. El espacio muestral que ofrece una descripción detallada de cada posible resultado,
cuando se prueban tres componentes electrónicos (D=funciona el componente electrónico y N=no
funciona el componente electrónico), se escribe como

Ω = {NNN,NND,NDN,DNN,DNN,NDD,DND,DDN,DDD}

Observamos que la variable aleatoria X=”Número de componentes no-defectuosos” toma el valor
de 2 para todos los elementos del subconjunto

E = {DDN,DND,NDD}

del espacio muestral Ω. Esto es, para cada valor posible de X representa un evento que es un
subconjunto del espacio muestral para el experimento dado.

Ejemplo 3.1.2. Una “afortunada” esposa recibe la noticia, por parte de la ginecóloga, de que
tendrá trillizos, pero aún no se define su género. Asignando F (género femenino) y M (género mas-
culino) el espacio muestral que ofrece una descripción detallada de cada posible resultado es :

Ω = {FFF, FFM,FMF,MFF,FMM,MFM,MMF,MMM}

Definamos la variable aleatoria X = “Número de bebés de género femenino”. Observemos que la

variable X toma los valores 0, 1, 2, 3 con probabilidades de
1

8
,
3

8
,
3

8
,
1

8
, respectivamente.
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Ejemplo 3.1.3. Se ha comprobado que en cierta parada de buses el tiempo mı́nimo que transcurre
entre 2 buses de la misma ruta es de 10 min, mientras que el tiempo máximo es de 20 min, bajo
condiciones normales. Un usuario de la ruta llega justo cuando un bus se retira y por tanto debe
esperar el siguiente. Sea la variable aleatoria X := ”minutos de espera del usuario“. Entonces X
toma todos los valores de x tal que 10 ≤ x ≤ 20 min”.

Ejemplo 3.1.4. Sea X la variable definida como el tiempo de espera , en horas, entre conductores
sucesivos que exceden los ĺımites de velocidad detectados por una unidad de radar. La variable
aleatoria X toma todos los valores de x tales que x ≥ 0.

Definición 3.1.2. Si un espacio muestral Ω contiene un número finito o un número numerable de
puntos, se llama espacio muestral discreto. Una variable aleatoria en un espacio de probabilidad
(Ω,A, P ) se llama variable aleatoria discreta si toma un número finito o numerable de valores.

Definición 3.1.3. Si un espacio muestral Ω contiene un número infinito no numerable de puntos,
se llama espacio muestral continuo. Una variable aleatoria en un espacio de probabilidad (Ω,A, P )
se llama variable aleatoria continua si toma valores en un intervalo.

Definición 3.1.4. Si X es una v.a discreta se define:

El valor esperado o media de X está dado por:
µ = E(X) =

∑∞
i=1 xipi

La varianza de X es: σ2 = V (X) = E((X − µ)2) =
∑∞

i=1 (xi − µ)2pi
Además, σ2 = V (X) = E(X2)− (E(X))2

La desviación t́ıpica o estándar de X es: σ =
√
V (X)

Dos propiedades importantes de la varianza son las siguientes:

V (X) ≥ 0

a2V (X) = V (aX + b) siendo a y b números reales cualesquiera. De esta propiedad se deduce
que la varianza de una constante es cero, es decir, V (b) = 0

Ejemplo 3.1.5. Sea X la variable aleatoria que indica la suma de los puntos en las caras superiores
al lanzar dos dados. Determine el espacio muestral, el conjunto de valores de X y las probabilidades
respectivas.

Solución.

El espacio muestral Ω es el conjunto de los 36 pares ordenados que se indican a continuación:

Ω = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6),

(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6),

(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}
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La variable aleatoria es la suma de los elementos de cada par, por lo tanto, toma los valores
del 2 al 12, X = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

Las probabilidades para cada uno de los valores de la variable se indican en la siguiente tabla
(función de probabilidad):

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P (X = xi) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Ejemplo 3.1.6. Un equipo de tiro con arco lo forman tres componentes, cuyas probabilidades de
acertar en la diana son 0.5, 0.6 y 0.7 independientemente uno del otro. Cada componente del equipo
hace un lanzamiento. Determinar los valores de la variable aleatoria X = Número total de aciertos
y sus probabilidades.

Solución.

La variable aleatoria es el número total de aciertos, por lo tanto, toma los valores del 0 al 3,
X = {0, 1, 2, 3}.

Si A, B, C representan los sucesos que acierten diana cada uno de los tres componentes se
verifica:

P (X = 0) = P (Ac ∩Bc ∩ Cc) = (1− 0.5)(1− 0.6)(1− 0.7) = 0.06

P (X = 1) = P (A ∩Bc ∩ Cc) + P (Ac ∩B ∩ Cc) + P (Ac ∩Bc ∩ C)

= 0.5 ∗ 0.4 ∗ 0.3 + 0.5 ∗ 0.6 ∗ 0.3 + 0.5 ∗ 0.4 ∗ 0.7 = 0.29

P (X = 2) = P (A ∩B ∩ Cc) + P (A ∩Bc ∩ C) + P (Ac ∩B ∩ C)

= 0.5 ∗ 0.6 ∗ 0.3 + 0.5 ∗ 0.4 ∗ 0.7 + 0.5 ∗ 0.6 ∗ 0.7 = 0.44

P (X = 3) = P (A ∩B ∩ C) = 0.5 ∗ 0.6 ∗ 0.7 = 0.21

Las distribuciones de probabilidad discretas, son distribuciones que están asociadas a variables que
toman un número finito (o numerable) de valores posibles. También tómese en cuenta que si X es
una VA discreta P (X = x) = P (x) se llama función de probabilidad.
El conjunto de pares ordenados (xi, f(xi) se da normalmente en una tabla como la siguiente:

x x1 x2 · · · xn

f(x) f(x1) f(x2) . . . f(xn)

44



La distribución de probabilidad de la variable aleatoria discreta X, cumple:

1. P (X = x) ≥ 0

2.
∑

x P (X = x) = 1

Las distribuciones continuas están asociadas a variables aleatorias con valores reales. La distribución
de probabilidad de una variable aleatoria continua no se puede representar de forma tabular, se le
reconocerá por una fórmula, la cual necesariamente será función de los valores númericos de la
variable aleatoria continua X, y se representa mediante la notación funcional f(x). Al tratar con
variables aleatorias continuas, por lo general, f(x), también se le conoce con el nombre de función
de densidad de probabilidad o simplemente función de densidad de X.

Definición 3.1.5. La función de distribución acumulada F (x) de una variable aleatoria discreta
X con distribución de probabilidad f(x) viene dada por

F (x) = P (X ≤ x) =
∑
t≤x

f(t), para −∞ < x <∞

Ilustraremos con un ejemplo este apartado de una distribución en el caso discreto ya que esta puede
elaborarse de manera similar tal como se elaboraró la distribución de frecuencias relativas.
Para el caso de la variable continua en esta oportunidad no lo abordaremos ya que se necesita de
herramientas del cálculo diferencial e integral para definir sus propiedades y otros parámetros como
la media y la varianza.

Ejemplo 3.1.7. Una variable aleatoria discreta tiene la siguiente función de distribución (f(x))

xi 2 3 5 6 8

f(x) 0.2 0.1 0.4 0.2 0.1

La función de distribución acumulada (F (x))

xi f(xi) F (x) = P (x ≤ xi)

2 0.2 0.2

3 0.1 0.3

5 0.4 0.7

6 0.2 0.9

8 0.1 1.0

Su respectivo gráfico
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3.1.1. Ejercicios

Ejercicio 3.1.1. Sea W una variable aleatoria que da el número de caras menos el de cruces
en tres lanzamientos de una moneda. Indique los elementos del espacio muestral S para los tres
lanzamientos de la moneda y asigne un valor de w de la variable W a cada punto muestral.

Ejercicio 3.1.2. Un encargado en una maquila tiene tres hombres y tres mujeres trabajando para
él. Desea elegir dos trabajadores para una entrega de un pedido y decide seleccionarlos al azar para
no introducir algún sesgo en la selección. Sea X el número de mujeres en su selección. Encuentre la
distribución de probabilidad para X.

Ejercicio 3.1.3. Hay una campaña en un centro médico del poblado de Apastepeque, sobre pater-
nidad responsable a un grupo de 4 mujeres. Una vez finalizada la charla se les entrega un papelito
con una pregunta, ¿Deseaŕıa usted ser esterilizada?. Encuentre la distribución de probabilidad,
represente gráficamente f(x) y F (x).

Ejercicio 3.1.4. En la tabla adjunta, nos presenta el número de integrantes por familia con sus
respectiva probabilidad.

x 1 2 3 4 5 6

f(x) 0.07 0.23 0.33 0.11 0.09

a) Calcule el valor que falta en la tabla, asumiendo que esta representa una distribución de proba-
bilidades.

b) Calcule la probabilidad de que una familia tenga más de 4 integrantes.

c) Calcule el número esperado de integrantes por familia.

Ejercicio 3.1.5. Una variable aleatoria X puede tomar los valores 30,40,50 y 60 con probabilidades
0.4,0.2,0.1 y 0.3 respectivamente. Represente en una tabla la función de distribución de probabilidad,
f(x), y la función de distribución acumulada F (X), y determine las siguientes probabilidades.

a) P (X ≤ 25)

b) P (X ≥ 60)
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c) P (X < 40)

d) P (30 ≤ X ≤ 60)

e) P (30 ≤ X < 60)

f) P (30 < X ≤ 60)

g) P (30 < X < 60)

Ejercicio 3.1.6. Un embarque de 7 televisores contiene 2 aparatos que no funcionan bien. Una
institución infantil de niños huérfanos realiza una compra aleatoria de 3 de ellos. Si X es el número
de unidades defectuosas que se compran, encuéntrese la distribución de probabilidad de X. Exprese
los resultados gráficamente con un histograma de probabilidad.

Ejercicio 3.1.7. Considérese el experimento de lanzar dos dados y anotarla suma de las caras
superiores. Hallar

a) La función de probabilidad, f(x) y su representación.

b) La función de distribución acumulada, F (x) y su representación.

c) El valor esperado y la varianza de la distribución.

d) Si la varable X es la que expresa la suma de los lados superiores de las caras de los 2 dados,
hallar las siguientes probabilidades P (x ≤ 5);P (x ≥ 10);F (4);F (−2);F (19)

Ejercicio 3.1.8. Sea X una variable aleatoria cuya función de probabilidad viene dada por

P (x) =
1

8
; para x = 2, 3, . . . , 9

Encuéntrese

a) La función de probabilidad

b) La función de distribución acumulada

c) El valor esperado y su varianza

d) Las probabilidades para P (x ≥ 6);P (4 ≤ x ≤ 7);P (x ≤ −3)

3.2. Distribución de Bernoulli

Definición 3.2.1 (Experimento de Bernoulli).

Se denomina experimento de Bernoulli a todo experimento aleatorio en el que sólo son posibles dos
resultados (uno y cero, o éxito y fracaso), con probabilidades asociadas p(1) = p y p(0) = 1− p.
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La distribución de probabilidad de una variable aleatoria de Bernoulli X viene dada por

p(x) = px(1− p)1−x para x = 0, 1

La media y la varianza de una variable aleatoria con distribucion de Bernoulli viene dada por

µ = p y σ2 = p(1− p) para x = 0, 1

Por ejemplo, tirar una moneda al aire es un experimento de Bernoulli con probabilidad de cara
p = 0.5 y de cruz 1− p = 0.5. Por otra parte, la ocurrencia o no de lluvia en una localidad concreta
también puede considerarse un experimento de Bernoulli (si no se tiene ninguna información que
permita predecir la ocurrencia de lluvia un d́ıa concreto).

3.3. Distribución Binomial

¿Cuál es la probabilidad de obtener x éxitos en n experimentos de Bernoulli?

Definición 3.3.1. Un experimento binomial es aquel que tiene las siguientes caracteŕısticas:

1. El experimento consta de n pruebas idénticas.

2. Cada prueba tiene dos resultados posibles. Éxito (E) y Fracaso (F).

3. La probabilidad de tener éxito en una sola prueba es igual a p, y permanece constante de
prueba en prueba. La probabilidad de un fracaso es igual (1− p) = q

4. Las pruebas son independientes.

5. La variable aleatoria bajo estudio es X, el número de éxitos observados en las n pruebas.

Para definir si un experimento en particular es un experimento binomial se deben examinar cada
una de las caracteŕısticas anteriores. La variable de interés es el número de éxitos en la n pruebas.
Se puede obtener la distribución de probabilidad binomial p(x) aplicando la técnica de los puntos
muestrales para encontrar la probabilidad de que el experimento tenga x éxitos. Cada punto mues-
tral se puede denotar como una n− ada, utilizando E y F .
Un punto muestral t́ıpico apareceŕıa aśı

EEEEFFEFFEFEEEFF . . . FE

En donde la letra en la i-ésima posición (contando de izquierda a derecha) indica el resultado de la
i-ésima prueba. Entonces reagrupando tenemos EEEEEEEE . . . FFFF es la intersección de las n
pruebas independientes, x éxitos y (n− x) fracasos y por lo tanto

pppppppppp . . . pppqqqq . . . qqq = px.qn−x

Cualquier otro punto muestral apareceŕıa como un rearreglo de las letras E y F en el punto antes
descrito y por esto contendrá x letras E y (n − x) letras F . Se observa que el número de arreglos
distintos de E y F se puede definir como(

n

x

)
=

n!

x!(n− x)!
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Definición 3.3.2. 1. La Distribución de probabilidad Binomial viene dada por

P (X = x) = p(x) =

(
n

x

)
px.qn−x

También en otros textos se identifica la distribución binomial utilizando la notación b(x;n, p).

2. ¿De dónde viene el nombre binomial?
La Distribución Binomial deriva su nombre del hecho de que los n+ 1 términos en la expansión
binomial de (p + q)n corresponden a los diversos valores de b(x;n, p) para x = 0, 1, 2, . . . , n. Es
decir

(p+ q)n =

(
n

0

)
qn +

(
n

1

)
p1qn−1 +

(
n

2

)
p2qn−2 +

(
n

3

)
p3qn−3 + . . .

(
n

n

)
pn

Obsérvese que(
n

0

)
qn = p(0),

(
n

1

)
pqn−1 = p(1) . . . y en general p(x) =

(
n

x

)
pxqn−x

Como p+ q = 1, entonces∑
x

p(x) =
n∑

x=0

(
n

x

)
pxqn−x = b(x;n, p) = (p+ q)n = 1

3. Valor Esperado y Varianza.
La media y la varianza de la distribución binomial b(x;n.p) viene dada por

µ = np y V ar(X) = npq

Definición 3.3.3 (Función de distribución acumulada). La función de distribución de la variable
aleatoria X = B(n, p) está dada por:

F (x) = P (X ≤ x) =
∑
i≤x

(
n

i

)
piqn−i

Ejemplo 3.3.1. Verificar que B(x;n, p) es una función de probabilidad.

Solución.

1. Se cumple que P (X = x) ≥ 0

2. Observe que

(p+ q)n =

(
n

0

)
qn +

(
n

1

)
p1qn−1 +

(
n

2

)
p2qn−2 +

(
n

3

)
p3qn−3 + . . .

(
n

n

)
pn

Como p+ q = 1, entonces:

n∑
x

P (x) =
n∑

x=0

(
n

x

)
pxqn−x = (p+ q)n = 1
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Ejercicio 3.3.1. Verificar que el Valor Esperado y Varianza de una VA binomial están dados por:

µ = np y σ2 = V ar(X) = npq

La distribución de probabilidad binomial tiene muchas aplicaciones, ya que el experimento binomial
ocurre en el muestreo de productos defectuosos en un control de calidad, en el muestreo de pre-
ferencias del consumidor o poblaciones de votantes, en la selección de medicamentos y en muchas
situaciones del mundo real.

Ejemplo 3.3.2. Se sabe que el 5 % de los libros que se prestan en una biblioteca escolar se devuelven
con retraso. Se realiza el experimento que consiste en observar si la devolución de 5 libros se hace
con retraso o no.

1. Determinar la función de probabilidad.

2. Calcular la función de distribución

3. Hallar la media y la varianza.

Solución.
X = Número de devoluciones con retraso, X = 0, 1, 2, 3, 4, 5
a) El Modelo o función de probabilidad es:

B(x;n = 5, p = 0.05) = P (X = x) =

(
5

x

)
(0.05)x(0.95)5−x para X = 0, 1, 2, 3, 4, 5

b) La función de distribución está dada por:

F (x) =



0 si x ≤ 0

0.77380 si 0 ≤ x < 1

0.97740 si 1 ≤ x < 2

0.99884 si 2 ≤ x < 3

0.99997 si 3 ≤ x < 4

0.99999 si 4 ≤ x < 5

1 si X ≥ 5

c) La media y la varianza:

µ = np = 5(0.05) = 0.25 y σ2 = npq = 5 ∗ 0.05 ∗ 0.95 = 0.2375
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3.3.1. Ejercicios

Ejercicio 3.3.2. De una urna con 8 bolas blancas y 2 bolas rojas se extraen al azar 3 bolas con
reposición.

1. Calcúlese la probabilidad de que 2 de las bolas extráıdas sean blancas.

2. Calcúlese la probabilidad de que, como máximo, una sea blanca.

3. Calcúlese la probabilidad de que al menos dos sean blancas

4. Calcúlese el beneficio esperado y la varianza del beneficio si cada bola blanca tiene un premio
de $ 10 y cada bola roja una penalización de $ 20.

Ejercicio 3.3.3. Un agente de seguros vende pólizas a 5 individuos, todos de la misma edad. Si la
probabilidad de que un individuo con esa edad viva 30 años más es 0.6, calcúlese la probabilidad
de que dentro de 30 años vivan los 5, vivan al menos 3, vivan 2, viva al menos 1, vivan no más de
3, vivan no más de 4.

Ejercicio 3.3.4. Una universidad realiza una prueba de admisión de diez ı́tems a los aspirante,
teniendo en cada ı́tems cuatro posibles respuestas, de las que sólo una es correcta. Suponiendo que
los aspirantes tenien la misma probabilidad de responder. Se pide hallar las probabilidades para el
aspirante:

a) Conteste todos los ı́tems mal

b) Conteste al menos cuatro ı́tems bien

c) Conteste entre cuatro y seis ı́tems bien

d) Conteste todos los ı́tems

Ejercicio 3.3.5. Un juego de feria consiste en lanzar un dado equilibrado que en sus caras tiene
dos ases y cuatro reyes. El dado se lanza cuatro veces, y se gana la muñeca si se obtienen al menos
tres reyes.

a) Calcúlese la probabilidad de ganar la muñeca.

b) Si juegan tres personas con las mismas reglas, una después de otra, calcúlese la probabilidad de
que ganen dos de ellas, la probabilidad de que ganen al menos dos de ellas y la probabilidad de
que gane al menos una.

Ejercicio 3.3.6. La probabilidad de que un individuo tenga nivel de renta bajo es 0.5, la proba-
bilidad de que tenga nivel de renta medio es 0.3 y la probabilidad de que tenga nivel de renta alto
0.2. Si se seleccionan al azar 5 individuos, calcular:

a) Probabilidad de que los 5 tengan nivel de renta bajo.

b) Probabilidad de que al menos 4 no tengan nivel de renta bajo.

c) Probabilidad de que a lo sumo 3 no tengan nivel de renta alto.
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d) Probabilidad de que 3 tengan nivel de renta medio.

e) Probabilidad de que no más de tres tengan nivel de renta medio.

Ejercicio 3.3.7. Sobre la base de la experiencia anterior, la impresora principal del centro de
cómputo de cierta universidad funciona adecuadamente el 90 % del tiempo. Si se hace una muestra
aleatoria de 10 inspecciones.¿Cuál es la probabilidad de que la impresora principal funcione en forma
apropiada?

1. Exactamente nueve veces

2. Por lo menos nueve veces

3. Cuando más 9 veces

4. Más de 9 veces

5. Menos de 9 veces?

6. ¿Cuántas veces se puede esperar que funcione en forma apropiada la impresora principal?

3.4. Distribución Geométrica

¿Cuál es la probabilidad de obtener el primer éxito en la realización x del
experimento de Bernoulli?

En una institución educativa el director está por finalizar sus primeros 5 años dirigiendo dicha es-
cuela y ha determinado, por su experiencia, que el 75 % de los docentes lo apoyan para postularse
para un segundo periodo de 5 años.
Si llega un representante del Ministerio de Educación, para verificar la aprobación que dicho director
tiene en el sector docente y entrevista a cada uno de los docentes de dicha institución, ¿cuál es la
probabilidad que el primer docente que aprueba su gestión sea el sexto entrevistado?

En el planteamiento anterior debemos tener en cuenta algunas consideraciones:

Desconocemos la cantidad de docentes en dicha institución.

Debe de saberse que la opinión de cada maestro es independiente a la de otro.

La probabilidad de que un docente lo apoye es de 0.75

La probabilidad de que no lo apoyen por lo tanto es de 0.25, y nos interesa saber la probabilidad
de que el sexto entrevistado lo apoye, es decir que los primeros 5 no lo apoyen.

Como la opinión de cada docente es independiente entonces la probabilidad de que no lo apoye el
primero, el segundo, el tercero, el cuarto y el quinto pero que si lo apoye el sexto vendrá dada por:
= (0.25)(0.25)(0.25)(0.25)(0.25)(0.75)
= (0.25)5(0.75)
= 0.0007324
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Supongamos que realizamos un experimento aleatorio determinado con espacio muestral Ω, y sea
A un suceso del espacio muestral Ω del que conocemos la probabilidad de que ocurra P (A) = p.
Consideremos que realizamos una serie de pruebas independientes del citado experimento aleatorio,
hasta que se obtenga el suceso A. La probabilidad de que aparezca el suceso A por primera vez en
la prueba x es la misma que la del suceso expresado por Ac, Ac, Ac, . . . , Ac, A, igual a (1− p)x−1p.

Definición 3.4.1. La variable aleatoria X, “número de pruebas necesarias para que el suceso A
aparezca por primera vez”, recibe el nombre de geométrica, y su función de probabilidad será:

P (X = x) = (1− p)x−1p; x = 1, 2, . . .

La distribución de probabilidad geométrica se usa como modelo para las distribuciones de la longitud
de tiempos de espera.

Ejemplo 3.4.1. Supóngase que la probabilidad de que falle un motor durante cualquier periodo
de una hora es p = 0.02. Encuentre la probabilidad de que dicho motor funcione bien durante dos
horas.

Solución.
Sea X el número de intervalos de una hora hasta la primera falla, entonces

P (de que el motor funcione bien en dos horas) = P (X ≥ 3) =
∞∑
x=3

P (X = x)

como
∞∑
x=1

P (X = x) = 1,

P (de que el motor funcione bien en dos horas) = 1−
2∑

x=1

P (X = x)

= 1− p− qp
= 1− 0.2− (0.98)(0.02)

= 0.9604

Ejemplo 3.4.2. Calcular la probabilidad de que al lanzar un dado al aire y verificar el número que
sale en la cara superior, obtengamos un 2 en el tercer lanzamiento.
Solución:
Primero verificamos los datos: X:=“Número de veces que hay que lanzar un dado para obtener un
2”
Para nuestro caso tendremos que:
P (X = x) = (1− p)x−1(p);x = 3; p = 1

6 ; 1− p = 5
6

P (X = 3) = (5
6)3−1(1

6)
P (X = 3) = 0.1157

Ejemplo 3.4.3. Se estima que el 70 % de los maestros con plaza oficial tienen un segundo empleo
o sobresueldo, ¿Cuál es la probabilidad de que al entrevistar a un grupo de docentes sea necesario
entrevistar exactamente 4 docentes para encontrar el primero con sobresueldo u otro empleo?
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Solución:
Definimos la variable aleatoria:
X:=“Cantidad de docentes a entrevistar hasta obtener uno que tenga un sobresueldo u otro empleo ”

Al aplicar la fórmula tenemos:
P (X = x) = (1− p)x−1(p);x = 4; p = o, 7; 1− p = 0.3
P (X = 4) = (0.3)4−1(0.7)
P (X = 4) = 0.0189

Ejemplo 3.4.4. Un lepidopterista se fue a una montaña a capturar un ejemplar espećıficamente
de una clase de mariposa que se encuentra con un porcentaje de 10 %. Hallar la probabilidad de
que tenga que cazar 15 mariposas de la clase no deseada antes de encontrar un ejemplar de la clase
deseada.
Solución:
Según los datos mostrados llamaremos:
X:=“Número de ejemplares antes de encontrar uno de la clase deseada”
x = 15; p = 0.10; 1− p = 0.90
P (X = 15) = (0.90)(15− 1)(0.10)
P (X = 15) = 0.0229

Teorema 3.4.1. La función de distribución acumulada para la variable aleatoriaX que se distribuye
según una geométrica es:

F (x) = P (X ≤ x) =


0 si x < 1

1− qx si x ≥ 1.

En efecto,

F (x) = P (X ≤ x) =
x∑

i=1

qi−1 · p = p
x∑

i=1

qi−1

= p(1 + q + q2 + q3 + · · ·+ qx−1) = p · q
x−1 · q − 1

q − 1
= 1− qx.

De la definición de valor esperado y varianza, para la variable aleatoria X que se distribuye según
una geométrica, tenemos:

E[X] =
1

p
; V (X) =

q

p2
.

Ejemplo 3.4.5.

Si se sabe que el 25 % de la población de cierta ciudad está a favor de la legalización del aborto.
a) Calcula la probabilidad de que la primera persona que esté a favor del aborto, se encuentre
después de la quinta persona entrevista.
Solución:Llamaremos X :=“Cantidad de personas a entrevistar hasta obtener una que
esté a favor del aborto”
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X es una variable aleatoria que cumple ser una distribución geométrica con p = 0.25 y 1− p = 0.75;
por lo tanto, al aplicar la fórmula obtenemos:
P (X = x) = (1− p)x−1p
P (X > 5) = P (X = 6) + P (X = 7) + P (X = 8) + ...+ P (X = xi)
Por lo trabajado en teoŕıa de combinatoria, lo resolveremos por el complemento, es decir;
P (X > 5) = 1− P (X ≤ 5)
P (X > 5) = 1− [P (X = 1) + P (X = 2) + P (X = 3) + P (X = 4) + P (X = 5)
P (X > 5) = 1−[(0.75)1−1(0.25)+(0.75)2−1(0.25)+(0.75)3−1(0.25)+(0.75)4−1(0.25)+(0.75)5−1(0.25)
P (X > 5) = 1− [0.25 + 0.1875 + 0.140625 + 0.10546875 + 0.0791015625]
P (X > 5) = 1− [0.7626953125]
P (X > 5) = 0.2373
∴ La probabilidad de que la primera persona que esté a favor del aborto, se encuentre
después de la quinta persona entrevista es de 0.2373

b) ¿Cuántas personas se espera entrevistar hasta encontrar la primera que esté a favor del aborto?
Solución: Para este caso necesitamos calcular la esperanza matemática la cual estará dada por:

E(x) = 1
p

E(x) = 1
0.25

E(x) = 4
Entonces se puede afirmar que se espera entrevistar 4 personas hasta encontrar la
primera que esté a favor del aborto.

3.4.1. Ejercicios

Ejercicio 3.4.1. Se supone que el 30 % de los aspirantes para cierto trabajo industrial tiene
un entrenamiento avanzado en programación computacional. Los aspirantes son entrevistados, uno
tras otro, y son seleccionados al azar del conjunto de aspirantes. Determine la probabilidad de
que se encuentre el primer aspirante con un entrenamiento avanzado en programación en la quinta
entrevista.

Ejercicio 3.4.2. Necesitamos establecer una conexión. Cada vez que intentamos conectarnos, te-
nemos una probabilidad de 0,2 de lograr establecer la conexión.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que logremos conectarnos en menos de 4 intentos?

b) ¿Cuántas veces es de esperar que tengamos que intentar conectarnos hasta lograrlo?

c) Si cada intento nos lleva 20 segundos y además perdemos 10 segundos entre intento e intento
para dejar todo listo para volver a intentar, ¿cuánto tiempo se espera que nos lleve el proceso
de conectarnos?

Ejercicio 3.4.3. En el acoplamiento de una estación espacial, el 20 % de los intentos es exitoso.
Calcule la probabilidad de que:

a) se logre el acoplamiento en 3 o menos intentos

b) se logre el acoplamiento en 10 o menos intentos, sabiendo que se falló en los primeros 7.

c) ¿Qué conclusión puede sacar de los resultados obtenidos en a y b?
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3.5. Distribución Hipergeométrica

Supongamos una caja la cual contenga N piezas, de las cuales D son defectuosas y N−D aceptables,
y consideremos el experimento aleatorio consistente en la extracción simultánea de n piezas de la
citada caja. Este procedimento de selección equivale a ir sacando pieza a pieza de la caja, hasta
completar el número n, sin devolverlas a ella.

El número total de puntos muestrales de Ω será entonces igual al número de formas de seleccionar

un subconjunto de n elementos de una población de N elementos:

(
N

n

)
.

La probabilidad para un punto muestral de Ω es igual a:

P (A) =
1(
N

n

) , para todo A ⊂ Ω

como la cantidad de muestras de tamaño n con x piezas defectuosas esta dada por:

(
D

x

)(
N −D
n− x

)
.

Si denotamos por X el número de piezas defectuosas en la muestra de extensión n, tendremos quede

P (X = x) =

(
D

x

)(
N −D
n− x

)
(
N

n

)
Dado que x no puede ser mayor que n, ni mayor que D, será

x ≤ mı́n (D,n).

Análogamente el número de aceptables será

n− x ≤ mı́n(n,N −D)

Ejemplo 3.5.1.

Un problema importante que enfrentan los jefes de personal y otras personas encargadas de la selec-
ción de los mejores de un conjunto finito de elementos se describe mediante la situación siguiente.
Se seleccionan 10 personas para un trabajo de un grupo de 20. ¿Cuál es la probabilidad de que el
grupo de los 10 seleccionados incluya a los cinco mejores del grupo de 20?

Solución.
Para este ejemplo N = 20, n = 10, y D = 5. La probabilidad de que X = 5, está dada porcentaje

P (X = 5) =

(
5

5

)(
20− 5

10− 5

)
(

20

10

) = 0.0162
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Ejemplo 3.5.2. Como una poĺıtica de algunas instituciones educativas está que el docente debe
ser evaluado por cada uno de los sectores que involucran la comunidad educativa; en este caso se
está aplicando el instrumento de evaluación docente a los estudiantes del 80 grado para que evalúen
el desempeño del docente de matemática. Se sabe que de dicho grado hay 10 estudiantes repitentes
de los 30 que lo integran. ¿Cuál es la probabilidad de que de los 5 que llenen el formulario, exacta-
mente 4 de ellos sean repitentes?

En esta situación se puede evidenciar que del grupo de los 30 estudiantes solo hay dos posibilidades:
ser repitente o no; por lo que se puede considerar un experimento binomial, sin embargo al anali-
zarlo detenidamente podremos darnos cuenta de que las probabilidades de elegir a un estudiante
repitente cambia luego de haber encuestado al primero, al segundo, al tercer, y aśı cambiará luego
de ir entrevistando a cada uno de los integrantes de la muestra, por lo que no se puede considerar
una distribución binomial.

En este caso dicha acción se puede hacer de la siguiente manera:

Como el instrumento que se aplicará a cada estudiante seleccionado es el mismo, entonces se pueden
elegir de (20C5) maneras a la muestra; mientras que las consideraciones restantes indican que de los
10 estudiantes repitentes deseamos que 4 sean repitentes o sea (10C4) y que, por lo tanto, se elija
únicamente 1 de los no repitentes que es igual a (20C1) por lo que aplicando la regla de Laplace de
casos favorables entre casos posibles tendremos:

Sea X:=“cantidad de estudiantes repetidores”

P (X = 4) =
C4

10∗C1
20

C5
30

P (X = 4) = 0.02947

Ejemplo 3.5.3. En una escuela se seleccionarán a 5 maestros para asistir a una capacitación el
siguiente sábado, la planta docente de dicha escuela está integrada por 7 mujeres y 8 hombres. ¿Cuál
es la probabilidad de que:

a) En el equipo haya 4 mujeres.

b) Los maestros seleccionados sean 5 hombres.

Solución:

a) X:= “Número de mujeres en el equipo”
N = 15, D = 7, n = 5, p(X = 4) =?

P (X = 4) =


7

3




15− 7

5− 3




15

5


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P (X = 4) =


7

3




8

2




15

5


P (X = 4) = 0.3263

b) X:= “Número de mujeres en el equipo”
N = 15, D = 7, n = 5, P (X = 0) =?

P (X = 0) =


7

0




15− 7

5− 0




15

5



P (X = 0) =


7

0




8

5




15

0


P (X = 4) = 0.0186

Ejemplo 3.5.4. Un lote contiene 100 piezas de un proveedor de tubeŕıa local y 200 unidades de
un proveedor de tubeŕıa del estado vecino. Si se seleccionan cuatro piezas al azar y sin reemplazo.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que todas sean del proveedor local?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que dos o más piezas de la muestra sean del proveedor local?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos una pieza de la muestra sea del proveedor local?

Solución:
X:=“Número de piezas de la muestra del proveedor local”.

a) Entonces x tiene una distribuión Hipergeométrica y la probabilidad pédida es P(X=4). Por
consiguiente.
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P (X = 4) =


100

4




200

0




300

0


P (X = 4) = 0.0119

b) ¿Cuál es la probabilidad de que dos o más piezas de la muestra sean del proveedor local?.

P (X ≥ 2) =


100

2




200

2




300

4



+


100

3




200

1




300

4



+


100

4




200

0




300

4



= 0.408

c) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos una pieza de la muestra sea del proveedor local?

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0) = 1−


100

0




200

4




300

4



= 0.196

3.5.1. Ejercicios

Ejercicio 3.5.1. En un almacén se tienen 10 impresoras, de las cuales cuatro son defectuosas. Una
compañia selecciona cinco de las máquinas al azar ¿cuál es la probabilidad de que las cinco máquinas
sean no defectuosas.

Ejercicio 3.5.2. Una caja contiene 12 bolitas, de las cuales 7 son negras, 3 son blancas y 2 son
rojas. Si se sacan 4 bolitas al azar sin reposición, calcule la probabilidad de sacar:

1. Alguna bolita roja.

2. 4 bolitas negras.

3. 4 bolitas negras, sabiendo que se sacaron bolitas negras. Es decir P (X = 4\X > 0)

Ejercicio 3.5.3. Se selecciona al azar un cómite de 3 personas a partir de 4 médicos y 2 enfermeras.
Escriba una fórmula para la función de probabilidad para la función de probabilidad de la variable
aleatoria X que representa el número de médicos en el comité.
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Ejercicio 3.5.4. Una compañ́ıa recibe semanalmente un embarque de 500 art́ıculos de cierto tipo.
La compañ́ıa controla la calidad de cada embarque probando 10 art́ıculos escogidos al azar uno por
uno y sin reposición; rechaza el embarque si más de uno de los art́ıculos probados no cumplen las
especificaciones. Se sabe que cada embarque semanal contiene 90 % de art́ıculos que cumplen las
especificaciones. Sea X el número de art́ıculos en la muestra que no cumplen las especificaciones.

a) Escriba la función de probabilidad de la variable aleatoria. Determine con qué probabilidad se
rechaza cualquier embarque semanal.

b) Si el costo de la inspección semanal en dólares está dado por: C = 2 + 4X + X2. Calcular el
costo esperado por inspección.
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Distribuciones de probabilidad continuas

Luego de estudiar algunas de distribuciones de probabilidad discreta, se prestará atención a una
función continua de densidad de probabilidad muy importante que tiene aplicaciones importantes
en los negocios, en las ciencias sociales, en la Ingenieŕıa, la F́ısica, etc,

4.1. Distribución Normal

La distribución continua de probabilidad más importante en todo el campo de la estad́ıstica es la
distribución normal por la frecuencia con que se encuentra y por sus aplicaciones teóricas. Su gráfico
recibe el nombre de curva normal, que es una f́ıgura en forma de campana, la cual describe aproxi-
madamente muchos fenómenos sociales, mediciones en una industria, experimentos metereológicos,
y otros que ocurren en nuestra naturaleza y que dada su comportamiento pueden explicarse a través
de la distribución normal. Fué descubierta y publicada por primera vez en 1733 por Abraham De-
Moivre. A la misma llegaron, de forma independiente, Laplace (1812) y Karl F. Gauss (1809), en
relación a la teoŕıa de los errores de observación astronómica y f́ısica .

Una variable aleatoria continua X que tiene la distribución con forma de campana se denomina
variable aleatoria normal. La ecuación matemática para la distribución de probabilidad de la viaria-
ble aleatoria normal depende de los parámetros µ y σ, su media y su desviación esándar. De aqúı,
denotamos los valores de X con N(x : µ, σ).

Definición 4.1.1.

La función de densidad de la variable aleatoria normal X con media µ y varianza σ2 es

f(x) =
1

√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

Notación: X ∼ N(µ, σ2)
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Una vez se conocen µ y σ la curva normal está completamente definida. En la f́ıgura siguiente se
han trazado tres curvas normales con la misma media pero con diferentes desviaciones estándares.
Observe que las tres curvas estan centradas exactamente en la misma posición sobre el eje horizontal;
la curva con mayor desviación es más plana y su extienśıon es más amplia.

La f́ıgura siguiente muestra el resultado de trazar tres curvas normales dos de ellas tiene diferentes
medias y diferentes desviaciones estándar. Evidentemente, estan centradas en posiciones diferentes
sobre el eje horizontal y sus formas reflejan los valores diferentes de σ.

Propiedades de la Curva normal

1. La moda, la mediana y la media es el punto en el eje horizontal en donde la curva normal alcanza
su máximo valor, ocurre en X̂ = X̃ = X̄.

2. La curva es simétrica alrededor de su eje vertical a través de la media µ.

3. La curva normal tiene dos puntos de inflexion: x = µ+ σ y x = µ− σ

4. La curva normal se aproxima al eje horizontal observando un comportamiento aśıntotico, esto
sucede conforme nos alejamos de la media en cualquier dirección, formando una aśıntota.

5. El área bajo la curva y sobre el eje horizontal es igual a 1.

6. El valor esperado de la distribución normal con su respectiva varianza viene dada por

E(X) = µ y V ar(X) = σ2
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La curva de cualquier distribución continua de probabilidad o función de densidad se construye de
manera que el área bajo la curva limitada por las dos ordenadas x = x1 y x = x2 sea igual a la de
la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor entre x = x1 y x = x2. Es decir,

P (x1 < X < x2)

que ésta representada por el área de la región sombreada en la siguiente f́ıgura

El área bajo la curva entre cualesquiera dos ordenadas también dependen de µ y σ. La P (x1 < X <
x2) donde X es la variable aleatoria que describe la distribución de A y describe la distribución B,
entonces P (x1 < X < x2) ésta dada por la region sombreada.

La figura 4.1 ilustra una particular curva normal, determinada por valores particulares de µ y σ2.

Figura 4.2: Curva Normal

Desafortunadamente, la dificultad que se encuentra al resolver las integrales de funciones de densidad
normal se necesita de la tabulación de las áreas de la curva normal para obtener una inmediata
solución. Esta es una tarea titánica intentar establecer tablas separadas para los parametros µ y σ.
Pero se cuenta con herramientas matemáticas capaces de transformar todas las observaciones de
una variable aleatoria normal X a un nuevo conjunto de observaciones de una variable aleatoria
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normal Z con µ = 0 y σ = 1. Esto se puede realizar mediante la transformación

Z =
X − µ
σ

Siempre que X tome un valor x, el valor correspondiente de Z estará dado por Z = (x− µ)/σ. Por
lo tanto, si X se encuentra entre los valores x = x1 y x = x2, la variable aleatoria Z caéra entre los
valores correspondientes

Z1 =
x1 − µ
σ

y Z2 =
x2 − µ
σ

Entonces tenemos

P (x1 < X < x2) = P (z1 < Z < z2)

donde Z ∼ N(0, 1). Ahora hemos reducido el número requerido a las tablas de áreas bajo la curva
normal a una, la de la distribución normal stándar.

4.2. Distribución Normal Estándar

Se dice que Z tiene distribución normal standar si sus parámetros son µ = 0 y σ2 = 1, es decir
Z ∼ N(0, 1). Su función de densidad estará dada por

f(z) =
1

√
2π
e−

z2

2

Como se menciono en las propiedades de la distribución normal también la distribucion estándar
cumple ciertas propiedades: simetŕıa, puntos de inflexión, el comportamiento aśıntotico y otros.
Ilustramos lo anterior con el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.2.1.

Considerar los valores de coeficientes de inteligencia(CI o IQ) en seres humanos. Los CI están dis-
tribuidos normalmente con media igual a 100 y desviación estándar igual a 10.Si una persona es
elegida al azar, ¿Cuál es la probabilidad de que su CI esté entre 100 y 115; es decir P (100 < x < 115)?

Solución.

P (100 < x < 115) está representada por el área sombreada en la figura siguiente
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La variable x debe ser estandarizada utlizando la expresión

Z =
x− µ
σ

Los valores de z serán
Cuando x = 100, tenemos z = 100−100

10 = 0.0
Cuando x = 115, tenemos z = 115−100

10 = 1.5

La distribución de probabilidad normal asociada al valor de z se presenta en la tabla (ver tablas
anexas) que enlista las probabilidades asociadas a los intervalos centrados en la media para valores
espećıficos de z. Otras probabilidades pueden encontrarse por adición, sustracción ,etc. con base al
concepto de simetŕıa que existe en la distribución normal y el hecho que el área total bajo la curva
normales 1.0.
Representado en forma gráfica tenemos

En consecuencia P (100 < x < 115) = P (0.0 < z < 1.5) = 0.4332

Ejemplo 4.2.2. Si Z ∼ N(0, 1), encontrar:

a) P [0 6 z 6 1.85]

b) P [z > 2.10]

c) P [−1.7 6 z 6 0]

d) P [0.75 6 z 6 2.9]

e) P [−0.78 6 z 6 1.54]

f) P [−2.55 6 z 6 −0.76]

g) P [z 6 1.88]

Solución:

a) La probabilidad o el área que se busca es el área sombreada en la Figura 4.3. Para hallar el valor
numérico de esta probabilidad, se va hacia abajo en la columna encabezada por la parte entera y
primer decimal de zc hasta alcanzar el valor 1.85, luego por esa fila se va hacia la derecha hasta
la culumna encabezada por 2 (segundo decimal de zc) de la tabla l del Apéndice. El número que
aparece en la intersección de esa fila y esa columna, 0.4678, es la probabilidad pedida; esto es:
P [0 6 z 6 1.85] = 0.4678

b) En la Figura 4.3 se muestra el área que se pide. Esta probabilidad o área no está dada directa-
mente en la tabla l. Para calcular esta probabilidad debemos hacer uso de la propiedad 3 de la
curva normal, la cuál afirma que el área total a la derecha de cero es 0.50000. Aśı tenemos:
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Figura 4.3:

P [z > 2.10] = 0.5− P [0 6 z 6 2.10]

Para hallar el área entre z = 0 y z = 2.10, se procede como en a), se elige la columna encabezada
por la parte entera y el primer decimal de zc y se va hacia abajo hasta el valor 2.1; luego por
esa fila se va hacia la derecha hasta la culumna encabezada por 0 de la tabla l del Apéndice. El
número que aparece en la intersección de la fila antes mencionada y la columna encabezada por
8 es 0.4821.
Luego,
P [z > 2.10] = 0.5− 0.4821 = 0.0179

c) En virtud de la simetŕıa de la distribución normal estándar, el área entre -1.7 y 0 es exactamente
igual al área entre 0 y 1.7, como se ilustra en la Figura 4.4

Luego,
P [−1.7 6 z 6 0] = P [0 6 z 6 1.7] = 0.45545

d) Usando la tabla l y la Figura 4.4, tenemos:

PP [0.75 6 z 6 2.9] = P [P [0 6 z 6 2.9]− P [0 6 z 6 75]

= 0.4981− 0.2734 = 0.2247

e) En forma similar, usando la tabla l y Figura 4.5, se tiene:

P [−0.78 6 z 6 0] + P [0 6 z 6 1.54]

= P [0 6 z 6 0.78] + P [0 6 z 6 1.54]

= 0.49461− 0.27637 = 0.21824

f) De la Figura 4.5 y tabla l, tenemos:

P [−2.55 6 z 6 −0.76] = P [0.76 6 z 6 2.55]

= P [0 6 z 6 2.55]− P [0 6 z 6 0.76]

= 0.4946− 0.2764 = 0.2182
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Figura 4.4:

g) De la tabla ñ y Figura 4.5, tenemos:

P [z 6 1.88] = P [z 6 0] + P [0 6 z 6 1.88]

= 0.5 + 0.4699 = 0.9699

Figura 4.5:

Ejemplo 4.2.3. Si X ∼ N(3, 16), hallar:

a) P [2 < x < 5] b) P [x > 0] c) P [ |x− 4| > 6]

Solución:

a) Estandarizando, tenemos:
P [2 < x < 5] = P [2−3

4 < x−3
4 < 5−3

4 ] = P [−0.25 < z < 0.5]

Por tanto la probabilidad de que x esté entre 2 y 5 es igual a la probabilidad de que z esté entre
-0.25 y 0.5 (Fig. 9.17)
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De los valores de la tabla del área bajo la curva normal tenemos:

P [2 < x < 5] = P [−0.25 < z < 0.5] = P [0 < z < 0.25] + P [0 < z < 0.5]

= 0.09871 + 0.19146 = 0.29017

b) Estandarizando y usando la tabla l, tenemos:

P [x < 0] = P [
x− 3

4
>

0− 3

4
] = P [z > −0.75]

= P [−0.75 < z < 0] + P [z > 0]

= P [0 < z < 0.75] + 0.5 (Propiedad de simetría)

= 0.27337 + 0.5 = 0.77337

c) Usando propiedad de valor absuluto y tabla l, tenemos:

P [|x− 4| > 6] = P [x− 4 > 6] + P [x− 4 < −6]

= P [x > 10] + P [x < −2]

= P [
x− 3

4
>

10− 3

4
] + P [

x− 3

4
<
−2− 3

4
]

= P [z >
7

4
] + P [z < −5

4
]

= P [z > 1.75] + P [z < −1.25]

= (0.5− P [0 < z < 1.75]) + p[z > 1.25]

= (0.5− 0.45994) + (0.5− 0.39435)

= 0.14571

Ejemplo 4.2.4. Los depósitos en el Banco de El Salvador durante el mes de agosto están normal-
mente distribúıdos, con media de $5,000 y desviación estándar de $750.Un depósito es seleccionado
al azar, de los dépositos referentes al mes de agosto. Encontrar la probabilidad de que el déposito
sea:

a) $5000 ó menos.
Tenemos:
P [x ≤ 5000] = P [x−5000

750 ≤ 5000−5000
750 ] = P [Z ≤ 0] = 0.5

b) Un valor entre $4000 y $7500
P [4000 ≤ x ≤ 7500] = P [4000−5000

750 ≤ x−5000
750 ≤ 7500−5000

750 ] = P [−1.33 ≤ Z ≤ 3.33] = 0.9078

c) Por lo menos $6000 P [x ≥ 6000] = P [x−5000
750 ≥ 6000−5000

750 ] = P [Z ≥ 1.33] = 0.0918

d) Mayor que $1000
P [x > 8000] = P [x−5000

750 > 8000−5000
750 ] = P [Z > 4] = 0

Ejemplo 4.2.5. Si Z N(0,1), hallar k para que cumpla:
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a) P [0 ≤ Z ≤ K] = 0.35543
En este caso deseamos encontrar k de modo que la probabilidad de que Z esté entre Z=0 y
Z=k sea igual a 0.35543 se localiza a la derecja de la fila que empieza en 1.0 y bajo la columna
encabezada por 6. Entonces el valor de k=1.06.

b) P [Z ≤ K] = 0.17879
P [Z ≤ k] = 0.17879 es equivalente a P [Z ≥ −k] = 0.17879
Luego,
P [Z ≥ −k] = 0.5− P [0 ≤ Z ≤ −k] = 0.17879,de donde resulta
P [0 ≤ Z ≤ −K] = 0.32121, de los valores de la tabla tenemos que -k=0.92

Por lo que se concluye k=-0.92 ,

c) P [Z > k] = 0.4960
P [Z > k] = 0.5− P [0 ≤ Z ≤ k] = 0.49601, de donde resulta
P [0 ≤ Z ≤ K] = 0.00399
Para hallar el valor de k, se procede como en a); se busca el número 0.00399 en el cuerpo de la
tabla, que en este caso se localiza a la derecha de la fila que empieza por 0.0 y bajo la columna

encabezada por 1. Luego el valor de k es k=0.01

d) P [Z ≤ k] = 0.99886
Tenemos:
P [Z ≤ K] = 0.5 + P [0 ≤ Z ≤ K] = 0.99886

De donde resulta que P [0 ≤ Z ≤ K] = 0.49886 de la tabla entonces tenemos que k=3.05

4.2.1. Ejercicios

Ejercicio 4.2.1.

Sabiendo que la variable Z, sigue una distribución Normal, Z ∼ N(0, 1), calcule el área bajo la
curva que está

a) A la izquierda de z = 1.4

b) A la derecha de z = −0.89

c) entre z = −2.16 y z = 0.65

d) entre z = −2.16 y z = 1.11

e) entre z = −0.26 y z = 1.35

f) entre z = −1.6 y z = 1.6

g) A la izquierda de z = −1.64

h) A la derecha de z = 1.82

i) A la derecha de z = 0.89

j) A la izquierda de z = 1.27

Ejercicio 4.2.2.

Encuentre el valor de z si el área bajo una curva normal estándar

a) A la izquierda de z es 0.3622
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b) A la izquierda de z es 0.1131

c) Entre 0 y z, con zz > 0 es 0.4838

d) Entre −z y z, con z > 0 es 0.9500

Ejercicio 4.2.3.

Sabiendo que la variable Z ,sigue una distribución Normal, Z ∼ N(0, 1), calcule las siguientes
Probabilidades:
P (Z ≤ 0.93);P (Z ≤ 1.68);P (Z ≤ −2.27);P (Z ≤ −0.27);
P (Z > 0.62);P (Z > 2.05);P (Z > −1.07);P (Z > −2.39);
P (0.56 ≤ Z < 2.80);P (−2.81 < Z < −0.33);P (−0.85 < Z ≤ 072)

Ejercicio 4.2.4.

Siendo Z ∼ N(0, 1), calcule los valores de la variable que verifican las siguientes condiciones:
P (Z ≤ z) = 0.70;P (Z ≤ z) = 0.90;P (Z ≤ z) = 0.35;
P (Z ≤ z) = 0.05;P (Z > z) = 0.25;P (Z > z) = 0.05;P (Z > z) = 0.85;
P (Z > z) = 0.69;P (−z < Z ≤ z) = 0.90;P (−z < Z ≤ z) = 0.60

Ejercicio 4.2.5.

Dada la variable X distribuida normalmente con media 18 y desviación estándar 2.5, encuentre

a) P (X < 15)

b) el valor de k tal que P (X < k) = 0.2236

c) el valor de k tal que P (X > k) = 0.1814

d) P (17 < X < 21)

Ejercicio 4.2.6.

Una prueba consta de 200 preguntas de verdadero o falso, para un sujeto que respondiese al azar,
¿Cuál seŕıa la probabilidad de que acertase?

a) 50 preguntas o menos.

b) Más de 50 y menos de 100.

c) Más de 120 preguntas.

Ejercicio 4.2.7.

Analizadas 240 muestras de sangre, se determino que el colesterol en sangre, se distribúıa normal-
mente con media 100 y desviación t́ıpica 20.

a) Calcule la probabilidad de que una muestra de sangre sea inferior a 94.

b) ¿Qué proporción de muestras de sangre tienen valores comprendidos entre 105 y 130 ?.
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c) ¿Cuántas muestras de sangre fueron superiores a 138?.

Ejercicio 4.2.8.

Las puntuaciones en un test de ansiedad-rasgo siguen, en una población de mujeres, una distribución
Normal de media 25 y desviación T́ıpica 10. Si queremos clasificar la población en cuatro grupos de
igual tamaño, ¿Cuales serán las puntuaciones que delimiten estos grupos?

Ejercicio 4.2.9.

En una distribución Binomial con n = 10 y P = 0, 8 ¿Qué error se comete al calcular la probabilidad
de que la variable sea igual a 6, mediante la aproximación Normal?

Ejercicio 4.2.10.

Para la distribución normal tipificada, calcular :

a) Percentil 21

b) Cuartil 3º

c) Valores centrales entre los que quedan comprendidas la cuarta parte de las observaciones.

Ejercicio 4.2.11.

Sólo 24 de los 200 alumnos de un Centro escolar miden menos de 150 cm. Śı la estatura media de
dichos alumnos es de 164 cm., ¿cuál es su varianza ?.

Ejercicio 4.2.12.

El percentil 70 de una distribución normal es igual a 88, siendo 0.27 la probabilidad de que la
variable tenga un valor inferior a 60. ¿ A qué distribución normal nos estamos refiriendo?

Ejercicio 4.2.13.

El nivel de colesterol en una persona adulta sana sigue una distribución normal N(192, 12). Calcular
la probabilidad de que una persona adulta sana tenga un nivel de colesterol:

a) Superior a 200 unidades.

b) Entre 180 y 220 unidades.

Ejercicio 4.2.14. Las estaturas promedios en la ciudad de Santa Ana tienen una distribución
normal con media de 60 pulgadas y varianza 1, y las alturas de los hombres tienen una distribución
normal con media de 68 pulgadas y desviación estándar 2. Supongamos también que una mujer es
seleccionada al azar e independiente un es seleccionada al azar. Determinar la probabilidad de que
la mujer más alta que el hombre.

Ejercicio 4.2.15. En una distribuidora de productos de hogar, un producto pesa un promedio de
10 kg, con desviación estándar de 2 kg; Es empaquetado en cajas con 50 unidades.Se sabe que las
cajas vaćıas pesan 500 kg, con desviación estándar de 25 kg. Suponiendo que la variable tienen
distribución normal, calcular la probabilidad de que una caja lleva más de 1055 kg.
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Ejercicio 4.2.16. El promedio de las alturas de 800 alumnos de un Instituto Nacional es de 1.50
m y la desviación estándar es de 0.30 m, las estaturas están normalmente distribúıdas. Calcular el
número de alumnos que miden:

a) entre 1.35 m y 1.70 m.

b) menor a 1.60 m.

c) más de 1.65 m

Ejercicio 4.2.17. La duración de un electrodoméstico de baja calidad está normalmente distri-
búıdo con media de 850 d́ıas y desviación estándar de 45 d́ıas. Calcular la probabilidad de que el
componente dure:

a) entre 700 y 1000 d́ıas.

b) más de 800 d́ıas.

c) menos de 750 d́ıas.

d) exactamente 1000 d́ıas.
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